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INTRODUCCIÓN 


pe el principio de su existencia, el hombre sintió la necesidad de 
plasmar sobre superficies planas formas corpóreas que le impresio- 
naron por su belleza. Tal es el caso de las pinturas rupestres. 

Cabe deducir de ello que, instintivamente, quería pasar del espacio de 
tres dimensiones en que se movía, al de dos, que le era más asequible. 

Es indudable que la manera de conseguir un símbolo de una forma tri- 
dimensional con la máxima fidelidad y con el mejor efecto realista, con- 
siste en ejecutar una reproducción también de tres dimensiones: la escul- 
tura es un ejemplo. 

Sin embargo, esto es factible en un ámbito muy restringido, por la 
dificultad que supone el manejar adecuadamente las materias plásticas, 
principalmente consideradas como material científico y no artístico. 

Así llegamos a dar un valor extraordinario al dibujo en todas sus 
manifestaciones. 

Pero el dibujo en sí nada es, ni nada nos dice, si no efectuamos sub- 
conscientemente un esfuerzo imaginativo que nos relacione el plano con el 
espacio, y viceversa. Aqui interviene la Geometría Descriptiva, que dicta 
las leyes y establece las normas por las que: 

Una forma concebida por una persona se transmite mediante el 
dibujo, con toda fidelidad, a otra, para su exacta asimilación. 

Son dos, por tanto, las funciones de esta disciplina, inversa la una de 
la otra. Primera: representar sobre una superficie (generalmente plana) 
las formas concebidas. Segunda: reconstruir en la mente, o materialmente, 
las formas dadas mediante sus representaciones planas o dibujos. 

Así como la escritura, la palabra, el pentagrama son elementos auxi- 
liares insustituíbles para poner al servicio del hombre su facultad crea- 
dora, el dibujo desempeña la misma función en el campo de la técnica y 
del arte. 

Ahora bien: tales elementos requieren ser encauzados y dirigidos por 
su ciencia respectiva: la escritura y la palabra necesitan de la gramática; 
la música, de la armonta, de la composición, etc., y el dibujo, de la Geo- 
metría Descriptiva, que yo llamaría con más propiedad Geometría Repre- 
sentativa. 
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Pasando ahora a las aplicaciones directas de esta ciencia, y dejando 
a un lado su importantísima misión con respecto del dibujo, nos encon- 
tramos con un campo vastísimo que generalmente se desconoce como tal 
aplicación de la Geometría Descriptiva. 

Por de pronto, todo lo que sea construcción, tanto con materiales pétreos 
como metálicos, entra directamente en el terreno de la Geometría Descrip- 
tiva, por conseguir formas y cuerpos de tres dimensiones nacidos de sus 
representaciones: los dibujos o los planos, abarcando así la importanti- 
sima rama llamada "Estereotomía de la piedra, de la madera y del hierro” ; 
luego vienen las sombras, la teoría del claroscuro, la gnomónica, las pers- 
pectivas axonométrica y lineal o cónica, la escenografía, la cartografía, la 
fotogrametría terrestre y aérea con sus derivadas inmediatas la fototopo- 
grafía y la estereofototopografía. 

Además de esto, muchos profesionales recurren, sin advertirlo, a la 
Geometría Descriptiva como tal ciencia de representación : el radiólogo, con 
la radioscopia y la radiografía; el cirujano que localiza un cuerpo extraño 
o la zona a operar mediante dos o más radiografías; el protésico, que se 
auxilia de proyecciones, dibujos y secciones de los huesos, para su estudio 
y tratamiento ; el sastre, que mediante sus plantillas transforma la tela plana 
en las prendas adecuadas; el alfarero, que con su primitivo torno de pie 
engendra superficies de revolución ; el peón, que pasea la plantilla del perfil 
de una carretera sobre la masa de hormigón sin fraguar ; el químico, que 
ordena a su mozo de laboratorio el montaje de un aparato cualquiera 
mediante un sencillo croquis; etc., etc. 

Dado el contenido de esta obra, que como se aprecia es de alguna am- 
plitud, queda dividida su publicación en tres tomos: 


Tomo I. Punto, recta y plano. 
Tomo II. Curvas y superficies. 
Tomo III. Aplicaciones. 


Al objeto de dar mayor conexión a la enseñanza de esta disciplina, y 
preocupado siempre de conseguir su máxima y más rápida asimilación por 
parte del alumno, plasmo en ella el resultado de mi larga vida profesional 
dedicada a ella, procurando ponerme, en lo posible, al nivel del estudiante, 
tanto en la forma expositiva como en los temas tratados. (Léase la justi- 
ficación que aparece en el Tomo II, salido a la luz anteriormente a éste.) 

En este primer tomo sigo el método de desarrollar conjuntamente los 
conocimientos relativos a los cuatro sistemas de representación que hoy se 
utilizan: acotado, diédrico, axonométrico y cónico. 

Los problemas habrán de resolverse previamente siempre en el espa- 
cio, y habrán de ejecutarse en el mismo orden y con las mismas anotacio- 
nes todas las operaciones en el sistema donde se tengan representados los 
elementos que lo integran, pudiéndose considerar que dichas operaciones en 
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cualquiera de los sistemas son de carácter puramente mecánico, y debiendo 
tener presente siempre la figura del espacio donde originariamente quedó 
resuelto el mismo. 

De esta forma, y de una manera insensible, se dominan los sistemas 
y se aprecia su utilidad práctica según la finalidad del problema a resol- 
ver, que, como en este tomo justifico, puede tener dos objetivos: uno, de 
medida y manejo de las formas del espacio, para lo cual se emplearán 
preferentemente los sistemas acotado y diédrico, que llamo sistemas de 
medida; otro, puramente representativo, donde se pretende dar la sensa- 
ción del espacio con una sola proyección, naturalmente deformada, y que 
se adapta perfectamente a lo que en los sistemas axonométrico y cónico se 
explica, motivo por el cual llamo a estos sistemas : sistemas representati- 
vos, pudiendo notarse la diferencia, en su contra, al tener que operar en 
ellos para conseguir verdaderas dimensiones superficiales y lineales, y 
que por esta causa se desechan cuando se trata de conseguir formas del 
espacio dimensionadas. 

En este tomo figuran con detalle los artificios necesarios: abatimien- 
tos, cambios, giros y traslaciones en los cuatro sistemas, y también he 
hecho intervenir, con miras a ulteriores aplicaciones, un interesante capi- 
tulo referente a los cambios de sistemas de representación, es decir, a obte- 
ner las proyecciones de una forma del espacio en un sistema distinto de 
aquel en que se nos determinó dicha forma. 

Espero, por ello, que la presente obra tenga una acogida favorable 
entre todos aquellos que a su estudio se dedicaren. 


EL AUTOR 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


SUMARIO 


CAPITULO I 


RELACIONES HOMOLOGICAS Y PROYECTIVAS 
Homología. - Su aplicación al trazado de las cónicas. - Proyectividad. - Resumen de algu- 
nas propiedades proyectivas y su aplicación a la determinación de puntos y tangentes en 
las cónicas. 
CAPITULO II 


PRELIMINARES 
La Geometría Descriptiva como ciencia de la representación. - Su finalidad en el campo 
de la técnica. - Los sistemas de representación. - Su definición y mecanismo. 
CAPITULO III 
SISTEMA ACOTADO 
Representación y alfabeto del punto, de la recta y del plano. 


CAPITULO IV 
SISTEMA DIEDRICO 
Representación y alfabeto del punto, de la recta y del plano. 


CAPITULO V 
SISTEMA AXONOMETRICO ISOMETRICO 
Representación y alfabeto del punto, de la recta y del plano. 


CAPITULO VI 
SISTEMA CONICO 
Representación y alfabeto del punto, de la recta y del plano. 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


CAPITULO VII 
INTERSECCION DE PLANOS Y DE RECTAS Y PLANOS 


Resolución en los cuatro sistemas de representación. 


CAPITULO VIII 
POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS 


Paralelismo. - Rectas paralelas entre sí. - Planos paralelos entre sí. - Rectas y planos 
paralelos entre sí. — Perpendicularidad. — Recta perpendicular a un plano. - Plano per- 
dicular a una recta. - Planos perpendiculares entre sí. - Rectas perpendiculares entre sí. 
Perpendicular común a dos rectas que se cruzan. 


CAPITULO IX 
DISTANCIAS 


Medición de un segmento dado, en los cuatro sistemas de representación conocidos. 
Determinación de la distancia de un punto a un plano. - Distancia de un punto a una recta. 
Distancia entre dos rectas paralelas. - Distancia entre dos planos paralelos. - Mínima dis- 
tancia entre dos rectas que se cruzan. 


CAPITULO X 
ABATIMIENTOS 


Abatimiento de un punto, de una recta y de un plano en los cuatro sistemas de represen- 
tación. - Su aplicación a la resolución de problemas de verdaderas magnitudes lineales y 
superficiales, e inversos. 

CAPITULO XI 


CAMBIOS Y GIROS 


Sistema acotado. - Cambio del plano de proyección. - Sistema diédrico: Cambio de los 
planos de proyección. - Sistema cónico: Cambio del plano del cuadro. - Cambio del plano 
geometral. - Cambio del punto de vista perpendicularmente al plano del cuadro y parale- 
lamente a él. - Giros en el sistema diédrico. - Giro circular cuando el eje es perpendicular 
a un plano de proyección. - Giro circular cuando el eje es oblicuo. - Giro elíptico. - Proble- 
mas. - Traslaciones. 

CAPITULO XII 


TRIEDROS 
Resolución del ángulo triedro en los seis casos. 


CAPITULO XIII 
CAMBIOS DE SISTEMAS DE REPRESENTACION 


Paso del sistema acotado al diédrico. - Paso del sistema diédrico al axonométrico. 
Inverso. - Paso del sistema diédrico al cónico. - Inverso. - Aplicaciones. 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


CAPITULO 1 


RELACIONES HOMOLOGICAS Y PROYECTIVAS 


Homología - Su aplicación al trazado de las cónicas - Proyectividad - Resumen de algunas 
propiedades proyectivas y su aplicación a la determinación de puntos y tangentes en las cónicas. 


La circunferencia es una línea que interviene muy frecuentemente 
en los distintos cuerpos y superficies que se han de representar; por 
ello indico en este capítulo los procedimientos que nos conducen a ma- 
nejar y trazar esta línea, que al ser proyectada viene transformada, 
en general, en una cónica. 

Es de observar la extraordinaria sencillez con que se consigue la 
determinación de ejes, centro y vértices de las cónicas relacionándolas 
homológicamente con la circunferencia. 

Doy por sabidas las principales propiedades de las curvas de segun- 
do grado, así como la forma de manejar, en general, la homología, cuan- 
do el estudiante se enfrenta con esta disciplina de Geometría Descrip- 
tiva en la Escuela Especial. 

Sin embargo, el que no tuviere conocimiento de esta importanti- 
sima teoría, encontrará en este capítulo cuantos elementos haya de 
utilizar en la resolución de las muy numerosas aplicaciones que de ella 
hago a lo largo de este tratado. 

También se verá que interviene frecuentemente la homología, si 
bien no relacionada con el manejo de las curvas de segundo grado, 
siendo por ello fundamentalmente útil el estudio y conocimiento del 
presente capítulo. 

Consideraré como conseguido el fin propuesto, cuando se tenga 
definido el sistema de homología que me relacione la cónica a trazar 
con una circunferencia, pues el conocimiento de tal sistema proporcio- 
nará la determinación rápida del centro, ejes y vértices de la cónica 
en cuestión, imprescindibles a un trazado correcto, necesitando para 
ello la obtención previa de dos diámetros conjugados de la misma. 

Quien haya de dibujar una cónica, no solamente debe conocer sus 
ejes, sino saberla trazar con la mayor exactitud posible, para lo cual, 
una vez conseguidos éstos, indico en la figura 30 de este capítulo la 
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forma práctica de realizar dicho trazado con la precisión requerida por 
la finalidad de la representación gráfica; aun si, por fortuna, estuvieren 
al alcance compases especiales para el trazado de cónicas, también se 
precisará el conocimiento de dichos ejes, pero el empleo de éstos no es 
frecuente. 

Las relaciones proyectivas también nos conducen al mismo resul- 
tado; pero valorando la importancia de la exactitud y de la rapidez en 
el trazado, veremos que la ventaja está siempre del lado de la homolo- 
gía, motivo por el cual insisto en que se utilice esta importantísima 
teoría, que, como veremos más adelante, es aplicable a todos los casos 
de determinación de cónicas, cuando se conocen sus cinco elementos 
integrantes. 


HOMOLOGIA PLANA - DEFINICION 


Figura 1. Se dice que dos figuras situadas en un mismo pla- 
no A, B, C, D, E, F, y A’, B', C’, D', E', F' son homológicas, 
cuando se corresponden punto a punto y recta a recta, de tal forma que: 


Primero. Los puntos homólogos tales que A—A', B—-B', etc., 
se hallan siempre en línea recta con un punto fijo O llamado centro de 
homología. 


Segundo. Qu Que dos rectas homólogas tales como B—D y B'—D', 
BE y B—E', E-D y E'—D', etc. se cortan en puntos a, b, c..... 
de una recta fija llamada eje de homología. 


Los puntos del eje son dobles; es decir, que son homólogos de sí 
mismos, y entonces a se confunde con a', b con b’, c con c', etc. 

Asimismo, las rectas de unión de puntos homólogos, por ejemplo, 
A—A'— 0, B—B'—0, etc., son rectas dobles. 

Esto nos dice que todos los puntos de una recta D—E, por ejemplo, 
tienen sus homólogos en su recta homóloga D’— E’, como sucede con 
el punto H—H' (en línea recta con 0). 

Por esta razón, el punto impropio M, M de D—E tendrá por homó- 
logo el punto M’ de su le su homóloga D'—E' resultante de trazar por O el 
rayo proyectante O—M paralelo a la recta E— D. 

Si de la misma forma hallamos el punto N’ homólogo de N_, de la 
recta B—E, al unirlo con M’ habremos conseguido una recta N'"—M', 
llamada recta límite L”, paralela al eje de homología E, lugar geomé- 
trico de los puntos homólogos de todos los puntos impropios pertene- 
cientes al sistema de la figura A, B, C, D, E, F. 

Siendo además reversible la propiedad homológica, vemos que la 
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obtención del punto P, homológico del P”_, de la recta B'"—E', se con- 
seguirá en forma análoga; es decir, hallando el punto de la recta B—E 
situada en el rayo O—P”,; el lugar geométrico de los puntos homólo- 
gos de los impropios del sistema A”, B’, C’, etc., será otra recta límite L, 


también paralela al eje de homología. 


Fig. 1. — Homologia plana. 


Esto nos indica que existe una relación doble entre todos los puntos 
del plano que contiene a las dos figuras, relación que viene expresada 
por el sistema de homología, planteado de tal manera que a cada punto 
de dicho plano corresponde otro punto del mismo, y que los puntos 
impropios se corresponden en la otra figura hallándose situados en su 
respectiva recta límite. 

Estas dos rectas límites están situadas equidistantes del eje y del 
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centro de homología, hallándose comprendidas por estos dos elementos 
(fig. 2), o bien siendo las dos exteriores a ellos (fig. 3). 
Como consecuencia vemos que si está dada y trazada una figu- 


L g Z 
Ez zz Z 
O o 
qd d d g 


Fig. 2.—Posición relativa de los elementos Fig. 3. — Posición relativa de los elementos 
determinativos E—L'—L—-O. determinativos L'—E—O—_L. 


ra plana F, podemos construir otra F” que está relacionada con ella 
cuando conozcamos los elementos determinativos del sistema de homo- 
logía, por el que dependan la una de la otra, y viceversa se puede 
trazar F’ cuando conozcamos F. 
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DETERMINACION DEL SISTEMA DE HOMOLOGIA 


En vista de las anteriores propiedades, para que un siste- 
ma de homología esté determinado, necesitamos en general tres 


Z Y 
i 
—_—_—_——— _ __€7K_[tczxo o 
Z qu Z 
o? 0 
Fig. 4. — Sistema de homología deter- Fig. 5. — Sistema de homología determinado por 
minado por E—L—-O. A—A', E y O. 


elementos que se ponen de manifiesto en las figuras siguientes: 
Figura 4. Eje, centro y una recta límite. 
Figura 5. Eje, centro y un par de puntos homólogos A—-A”. 


a 
NX 


A 


Fig. 6.—Sistema de homología determinado Fig. Le ME ap de homología determinado por 
por A—A', E y L. A—A', B—B' y D, dirección del eje. 


Figura 6. Eje, recta límite y un par de puntos homólogos A—A”. 
Figura 7. Dos pares de puntos homólogos A—A'”, B—B' y la 
dirección D del eje de homología. 
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En la figura 8, en que se conocen las dos rectas límites L—L' y el 
eje E, no queda por sí sólo determinado el sistema, puesto que el centro 
de homología puede ser un punto cualquiera de la recta h, paralela 
a las anteriores, trazada a una dis- 
tancia conveniente d, según la pro- 
piedad puesta de manifiesto en las 
figuras 2 y 3. 


PROPIEDADES FUNDA- 


MENTALES 
Fig. 8. — Sistema de homología indetermina- Cuando tratemos de obtener 
do, aun conociendo tres elementos: E—L—L'. una cónica en función de otra 


(una circunferencia), habremos de 
observar las siguientes particularidades que siempre se verifican en 
toda relación de este género. 

1.0 (Fig. 9.) Si una cónica C es homológica de una circunferen- 
cia C’, las tangentes comunes T,, T, pasan por el centro de homo- 
logía O, y por tanto son rectas dobles, T,—T”, y T,—T”,, según ya 
hemos visto; entonces el punto A tendrá su homólogo en la circunfe- 


Fig. 9. — Las tangentes comunes a dos cónicas homológicas pasan por el 
centro de homología. 


rencia y en línea recta con O; es decir, podrá ser A’ o A',. En igual 
forma, el punto B podrá tener por homólogo el B’ o el B”,. Como con- 
secuencia de ser dobles las tangentes anteriormente citadas, serán ho- 
mológicos los puntos de contacto; es decir, X homológico X’, e Y 
homólogo de Y”. 

Las mismas consideraciones podemos hacer tomando por centro 
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de homología el punto S, y entonces las tangentes interiores ft, 
y t, serán dobles; es decir, serán también t', y t', respectivamente, 
correspondiéndose los puntos de contacto Z—Z' y W—W”. 

2.0 (Fig. 10.) Si una cónica C es homológica de una circunfe- 
rencia C’ que tiene con ella dos puntos comunes, se podrá tomar como 
eje de homología la cuerda común A— B, A'—B', como se desprende 
de la definición de eje de homología de ser el lugar geométrico de los 
puntos dobles de las dos figuras. 


E 
C 
Fig. 10. — La cuerda común Fig. 11. — La tangente común a 
a dos cónicas homológicas de- dos cónicas homológicas se puede to- 
termina su eje de homología. mar como eje de homología. 


3.0 (Fig. 11.) Cuando la cónica C y la circunferencia C’ sean tan- 
gentes, podremos tomar como eje de homología la tangente común a am- 
bas, pues se puede considerar este caso como límite del anterior, en que 
la cuerda común es un elemento rectilíneo situado en las dos curvas. 
El punto de contacto 4A—A' será el único doble común a ambas líneas. 

4.2 Las relaciones entre polo y polar en la circunferencia se transfor- 
man, por homología, en sus correspondientes de polo y polar en las cóni- 
cas obtenidas. Es de observar que el polo p de una recta límite L de la 
cónica C tiene, al transformarse homológicamente, como punto corres- 
pondiente p’, centro de la cónica C’, por ser polo de la recta impropia. 


TRANSFORMACION HOMOLOGICA DE LA CIRCUNFERENCIA 


Primer caso. (Fig. 12.) Al transformarse nna circunferencia C homo- 
lógicamente, cuando su recta límite L es ex:.rior, se obtiene una elipse. 

En efecto: ya hemos visto que la recta límite es el lugar geométrico 
de los puntos homólogos de los impropios de la otra figura. 

Por tanto, al no tener ningún punto común la circunferencia con 
su recta límite, la curva transformada carece de puntos impropios y por 
tanto es una curva de segundo grado cers: a; es decir, una elipse. 
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Determinación de dos diámetros conjugados en la elipse. — El sis- 
tema que va a transformar la circunferencia C está dado por el eje E, 
la recta límite L y el centro O. Elijamos un punto cualquiera A de la 
recta límite. Tracemos las tangentes T, y T, a la circunferencia, deter- 


Fig. 12.—Determinación de dos diámetros conjugados u trazado de la 
elipse como homóloga de la circunferencia. 


minando así los 
puntos de con- 
tacto 1 y 2. 
Desde el pun- 
to B de encuen- 
tro de 1—2 con 
la misma recta 
límite L, traza- 
mos las tangen- 
tes T; y T,, con 
lo que habremos 
logrado el trián- 
gulo autopolar 
A— B—D. Es 
indudable que 
las rectas T’, 
T’. y la recta 
Df ten- 
drán común el 
punto homólogo 
de A; es decir, 
el punto 4%, 
que se obtiene 
uniendo A con 
O, centro de ho- 
mología. Como 
además los pun- 
tos del eje son 
dobles, queda- 
rán perfecta- 
mente definidas 


las tangentes deseadas T’, y T'a, así como sus puntos de con- 


tacto 1” y 2”, respectivamente. 


El centro de la elipse será D’, homólogo de ©. que resultará ser 
punto medio del diámetro 1"—2”, consideración apuntada en el punto 4.0 


de la página 23. 


De la misma manera quedarán definidas las tangentes T's y T', y 
la recta 1"—D'—-2', por tener común el punto B's homólogo de B, 


cuya dirección viene dada por la recta O—B. 


Conseguidos los dos diámetros conjugados 1"—2' y 3—4’, se puede 
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determinar los ejes y vértices de la elipse por un procedimiento gráfico 
cualquiera; como más práctico, se detalla el correspondiente a la fig. 29. 


Segundo caso. (Fig. 13.) La circunferencia se transforma en pard- 
bola cuando su recta límite L le es tangente. 

Teniendo presente la definición de recta límite, vemos que en este 
caso la cónica homológica ha de tener un punto impropio homólogo del 
de contacto 
de la recta 
límite, y por 
consiguiente 
será una pa- 
rábola. 


Determt- == —= mm — 
nación de la 
parábola. — 
El sistema 
de homolo- 
gía está defi- 
nido por: el eje E, la 
recta límite L, tan- 
gente a la circunfe- 
rencia C, y el centro de ho- 
mología O. Siendo A el 
punto de contacto de la 
recta límite con la circun- 
ferencia, la recta O—A 
nos da la dirección del 
punto impropio de la pa- 

, . 
rábola A’, es decir, de Fig. 13. — Determinación del vértice y del eje de una 
su eje. parábola homóloga de la circunferencia. 

La determinación del 
vértice de la parábola y, por consiguiente, de su eje, se consigue median- 
te el artificio de trazar a la cónica homológica C’ la tangente perpen- 
dicular a su eje, cuya dirección O—.A”%, conocemos. Para ello tracemos 
la recta O— B perpendicular a la dirección del eje O—4' = O—A, y 
desde B la tangente T, a la circunferencia, obteniéndose el punto de 
contacto V. Su homóloga T', pasará por el punto doble del eje a—a’ 
y será paralela a O—B. Trazada T”,, en ella se encontrará V’, vér- 
tice de la parábola al unir V—©O. Bastará trazar V'—A'’ para tener 
el eje de la parábola. 

Son puntos de la parábola los dobles b—b' y c—c’, en que el eje 
de homología E corta a la circunferencia. Los puntos b', y c', son simé- 


\ 
VAL 
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tricos de b' y c”, respectivamente. La determinación del punto-de contacto 
de la tangente doble T—T” se obtiene sencillamente uniendo dos puntos 
de la misma figura A—1ı y hallando la homóloga de esta recta 1”— 4% 


Tercer caso. (Fig. 14.) Cuando la recta límite corta a la circunfe- 
rencia, su transformada homológica es una hiperbola. 

En efecto: la cónica tiene dos puntos impropios y, por tanto, es 
hipérbola. 


Fig. 14. — Determinación de las asíntotas y vértices de una hipérbola, 
homológica de una circunferencia. 


Determinación de la hipérbola. El sistema de homología está plan- 
teado así: 

Eje de homología: E. 

Recta límite del sistema circunferencia C: L. 

Centro de homología: O. 

Se determinan los elementos de la hipérbola resultante teniendo pre- 
sente que los puntos A y B en que la recta límite L corta a la circunfe- 
rencia C, tienen por homólogos los A’ y B'; es decir, que al trazar 
las rectas O—A y O—B obtenemos las direcciones de las dos asínto- 
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tas, las cuales serán las rectas homólogas de las tangentes T¿—T B Y 
se conseguirán muy sencillamente trazando por los puntos a—a' y b—b' 
en que cortan al eje de homología, las 7”, y T's, respectivamente, para- 
lelas a O—A y O—B. 

El punto M’, centro de la hipérbola, será el homólogo de M, en 
que se cortan las tangentes T, y Ty, y esto nos sirve de compro- 
bación. 

Para determinar los vértices V’, y V’. de la hipérbola, bastará que 
hallemos el homólogo de su eje real: M'—<c', bisectriz del ángulo for- 
mado por las asíntotas, que será la recta c—M, la cual corta a la cir- 
cunferencia en los puntos V, y V, que, unidos con el centro de 
homología O, nos determinan dichos vértices V”, y V”,, respecti- 
vamente. 

También pertenecerán a la hipérbola los puntos dobles del eje: d—d” 
y e—e'; por simetría, e' nos proporciona e', y e's. 


Como resumen de las tres construcciones anteriormente estudiadas, 
vemos que con el conocimiento de las relaciones homológicas existentes 
entre una cónica y una circunferencia convenientemente elegida, con- 
seguimos: 1.0, dos diámetros conjugados para la elipse, de donde se 
deducirán sus ejes; 2.9, para la parábola, su eje y su vértice; y 3.%, para 
la hipérbola, sus asíntotas y sus vértices, y en todos los casos, tantos 
puntos aislados con sus tangentes como se precisan, de una manera sen- 
cilla y exacta, con lo cual podemos trazar la cónica con la exactitud 
que exija la precisión del trazado a que se destine. 


LAS CONICAS COMO HOMOLOGAS DE LA 
CIRCUNFERENCIA 


La circunstancia que frecuentemente se presenta es la de la cónica 
determinada por cinco elementos, cualesquiera que éstos sean. Estos 
casos son 12, resumidos en el cuadro siguiente, los cuales vamos a resol- 
ver empleando las relaciones homológicas ya expuestas, utilizando los 
artificios convenientes para determinar en cada uno de ellos el sistema 
de homología que nos permita, además de averiguar la naturaleza de 
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la cónica, obtener los elementos necesarios a su trazado, como indica- 
mos más arriba, al transformar la circunferencia. (Figs. 12, 13 y 14.) 


Primer caso. (Fig. 15.) La cónica está definida por cinco puntos. 
Los puntos dados son A, B, C, D y E. Tracemos una circunferencia c’ 


que pase por E—D, con lo que la cuerda común E—.D será el eje de 
homología (fig. 10), y los puntos E y D dobles, o sea confundidos con 
sus homólogos E” y D’. Esta circunferencia c’ de centro o” se ha tra- 
zado teniendo por diámetro la cuerda E'—D'. 

Para la determinación del sistema homológico que define la có- 
nica buscada c en función de c’, emplearemos el siguiente artificio: 

Prolongada la cuerda B— C hasta su punto del eje P—-P”, hallare- 
mos la polar de este punto doble en las dos cónicas. La polar p' en la 
circunferencia se obtendrá uniendo los puntos de contacto de las tan- 


gentes t', y t’. trazadas desde P, y será la cuerda 1"—a'—-2”. La polar p 
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de P con respecto a la cónica c que se trata de hallar, pasará por a—a', 
que es punto doble por ser del eje y, por definición, por el punto X 
conjugado armónico de P con respecto a B y C, que obtendremos me- 
diante un sencillo cuadrilátero completo, no representado en la figura 
para no complicarla. 

De la misma manera, prolongada la cuerda B—-A hasta su punto 
de encuentro R—R”' con el eje de homología, hallaremos de la misma 


Fig. 15. — Primer caso: Transformación homológica de una cónica 
dada por cinco puntos. 


forma las polares r y r' del punto doble R—R”. El punto Y es conju- 
gado armónico de R con respecto de A y B. 

El punto de encuentro M de las polares p y r tendrá como homó- 
logo el punto común de p' y r', que será el punto M “5, por ser para- 
lelas p' y r'. Por tanto, el centro O se hallará sobre la recta M—M >- 

Del sistema de homología sólo tenemos ahora el eje y un par de 
puntos homólogos M—M “+. Necesitamos otro par de puntos. Para 
obtenerlo, uniremos M con C, por ejemplo, y hallaremos C”, situado 
en la circunferencia y sobre la recta b"—M'., C’, unido con C, nos da 
también la dirección del centro de homología O, que queda así definido. 

El haber elegido E"—.D” como diámetro de la circunferencia arbi- 
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traria c', nos trae como particularidad el que, siendo el punto M punto 
homólogo de M’, pertenecerá a la recta límite del sistema cónica, 
bastando para que quede determinada mediante sus ejes, terminar de 
resolver el problema, relacionando lo expuesto con la figura 12, puesto 
que sabemos que la cónica transformada será una elipse, por ser L’ 
exterior a la circunferencia c’. 


Segundo caso. (Fig. 16.) Los puntos dados son los A, B, C, D 
y la tangente T. 


Fig. 16. — Segundo caso: Transformación homológica de una cónica 
dada por cuatro puntos y una tangente. 


Empezaremos por elegir como eje de homología la cuerda común 
C—D y trazaremos una circunferencia c’ que la contenga. En este 
caso, y sin que ello suponga particularidad alguna, C'— D’ se ha tomado 
como diámetro. 

La cuerda A— B prolongada hasta el punto P—P” en que corta al 
eje de homología, nos permitirá, como en el caso anterior, obtener la 
polar p homóloga de p’, hallando asimismo el punto X, conjugado armó- 
nico de P con relación a A y B. 

La tangente T tendrá como homóloga la T”, que será tangente a la 


circunferencia y pasará por el punto a—a' del eje. 
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Las rectas del sistema cónica p y T se cortan en el punto M, 
que tendrá como homólogo el punto M’ de intersección de las rec- 
tas p' y T’. 

Por otro lado, la recta M—b—A tendrá por homóloga M'—b”, de- 
terminándose así el punto A” de la circunferencia homóloga de A. 

Al unir A—A’ y M—M', pares de puntos homólogos, obtenemos 
el centro de homología O, que ya nos permitirá resolver la cónica 
según sabemos. 


Tercer caso. (Fig. 17.) Tres puntos ordinarios, una tangente y 
su punto de contacto. 


M £ 


is e ee ee e e a e m a a 


Fig. 17. — Tercer caso: Transformación homológica de una cónica 
dada por tres puntos ordinarios, una tangente y su punto de contacto. 


Los puntos dados son A— B—C, la tangente T, y D, su punto de 
contacto. 

Elegiremos como eje de homología la cuerda común A— B, y tra- 
zaremos la circunferencia c’ de centro o’. 

Obtenida la tangente T'’p, homóloga de Tp, desde a—a”, punto 
doble del eje, conseguimos D’, homólogo de D. 

La cuerda D—C—5 tiene por homóloga b"—D', consiguiendo así el 
punto C’, homólogo de C, con lo cual obtenemos el centro de homolo- 
gía O, que nos permite hallar el punto M', homólogo de Ma- y, por 
tanto, un punto de la recta límite L’ del sistema circunferencia, quedan- 
do así definido el sistema que vemos nos da por homóloga de la cir- 
cunferencia, una elipse, que ya sabemos determinar. 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


Cuarto caso. (Fig. 18.) Tres puntos ordinarios y dos tangentes. 

Los puntos dados son A, B, C y las tangentes T,, Ta. 

Tomemos como centro de homología el punto O común a las tan- 
gentes T, y T,, y tracemos una circunferencia cualquiera c’ de cen- 
tro o” que tenga las mismas tangentes dadas, con lo que habremos 
conseguido sean éstas dobles T’, y T”,, respectivamente. Siendo O el cen- 


Fig. 18. — Cuarto caso: Transformación homológica de una cónica dada por 
tres puntos ordinarios y dos tangentes. 


tro, inmediatamente al unirlo con A, B, C obtenemos sus homológi- 
cos A”, B', C’ que nos permitirán la obtención del eje de homología 
uniendo los puntos de encuentro a—a' y b— b’ de las cuerdas 
A—B y B—C con sus homólogas A'—B’ y B'——C', respecti- 
vamente. 

Las rectas límites se consiguen con los puntos M, homólogo de M'o, 
para L, y N', homólogo de N~, para L’. Esta última también nos 
indica que la cónica propuesta es una elipse. 


La cuerda 1'—2” de unión de los puntos de contacto de las tangen- 
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tes a la circunferencia nos da los puntos 1 y 2, que serán los 
de tangencia de las tangentes dadas T, y T. con la cónica en 
cuestión. 


Nota: Por coincidencia fortuita, dicha cuerda 1"—-2' corta el eje en el mismo punto a—a' 
en que lo hacen las cuerdas A— B, A — B’. 


Quinto caso. (Fig. 19.) Dos puntos ordinarios, dos tangen- 
tes y un punto de contacto. 

Los datos son los pun- 
tos A—B, las tangentes T 
y To y el punto de contac- 
to C. 

Tomemos como centro 
de homología el punto de 
encuentro O de las dos tan- 
gentes T y To. Tracemos 
una circunferencia c' de 
centro o”, del que consegui- 
remos el punto C’. Tam- 
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Fig. 19. — Quinto caso: Transformación homológica de una cónica dada por dos puntos 
ordinarios, dos tangentes y el punto de contacto de una de ellas. 


bién hallaremos directamente el punto A’, homólogo de A y B', ho- 
mólogo de B al unirlos con el centro de homología O. 

El eje de homología se obtendrá conociendo los puntos dobles a—a” 
y b—b', comunes a las cuerdas homólogas A—C, A'*—C” y A—B, 
A'— P’, respectivamente. 

El punto D’, homólogo de D.,, nos da un punto de la recta límite L’ 
del sistema circunferencia c' que, al no cortarla, nos dará como trans- 
formada la elipse dibujada c. 


Sexto caso. (Fig. 20.) La cónica está definida por un punto, dos 
tangentes y sus dos puntos de contacto. 
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Los datos son el punto A, las tangentes Tẹ y Teo, así como sus 
puntos de contacto B y C, respectivamente. 

Tomemos como centro de homología el punto O común a las dos 
tangentes Ts y To y tracemos una circunferencia c' de centro o” ins- 
crita en el ángulo T¿—T6¿. 

Los puntos de contacto B’ y C’ serán los homólogos de los 
dados B—C. 

El eje de homología se logra con el conocimiento de los puntos 


Fig. 20. — Sexto caso: Transformación homológica de una cónica definida 
por un punto ordinario, dos tangentes y sus puntos de contacto. 


dobles a—a' y b—b', en que se cortan las cuerdas A— B, A'—B' y 
las A— C, A'—-C', respectivamente. Hallando el punto D homólogo 
de D's, tendremos un punto de la recta límite L del sistema cónica c; 
y determinando asimismo F’, homólogo de F, podremos trazar la 
recta límite L’ del sistema circunferencia c’, la cual, no siéndole secante 
ni tangente, nos indica que la cónica transformada es la elipse dibu- 
jada c. 

Los puntos e' y f' en que el eje de homología corta la circunferencia, 
son dobles, y por tanto por ellos pasará la cónica transformada. 


Séptimo caso. (Fig. 21.) La cónica está definida por dos puntos 
ordinarios y tres tangentes cualesquiera. 
Son los puntos A—B y las tangentes T,—T.—T.,. 
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Elijamos como cuerda común a una circunferencia c' y de centro o”, 
el segmento A — B, el cual será el eje de homología. 

Desde el punto doble a—a' en que T, corta al eje, tracemos la tan- 
gente T’, a la circunferencia y hagamos lo propio con los puntos b—b' 
y e—e', obteniendo así las tangentes T’; y T”,, respectivamente. 

Las tangentes T, y T. se cortan en el punto M, cuyo homólogo será 
el punto de encuentro de T’, y T”,; es decir, M’. Igualmente, el punto 


Fig. 21. — Séptimo caso: Transformación homológica de una cónica 
dada por dos puntos ordinarios y tres tangentes. 


de encuentro N de T, y T, tendrá por homólogo el punto N' en que se 
encuentran T’, y T”,; con los dos pares de puntos M—M' y N—N”' 
conseguimos el centro de homología O. 

Como comprobación se hallarán en línea recta los puntos O, P y P’, 
siendo P el punto común de las tangentes T. y Ta, y P’ su homólogo, 
es decir, el punto común a las T’, y T”,. La cónica transformada c será 
una elipse, puesto que la recta límite L’ es exterior a la circunferencia c’. 
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Octavo caso. (Fig. 22.) La cónica está definida por un punto 
ordinario, tres tangentes y un punto de contacto. 

Los datos son: El punto A, las tangentes T ¿—T,—T., siendo ade- 
más B el punto de contacto de la tangente Tp. 

Tomemos como centro de homología el punto O común a T, y T., 
e inscribamos en el ángulo de estas dos tangentes una circunferencia c’ 
de radio cualquiera, de centro o”. 

El punto A” homológico de A, se consigue inmediatamente. 

También obtenemos directamente el punto B’ homológico de B, y 


Fig. 22.—Octavo caso: Transformación homológica de una cónica dada por un punto ordinario, 
tres tangentes y el punto de contacto de una de ellas. 


por tanto tenemos la cuerda A— B homóloga de la 4”—B', que por su 
intersección nos da un punto doble del eje a—a'. 

Conocido el punto B’, podemos trazar su tangente T'ẹ homóloga 
de Tp, que nos dan el punto doble del eje b—b”, el cual queda de esta 
forma definido, dando lugar a los puntos dobles D—.D' y F—-F". 

Nos será sencilla la determinación de la recta límite L, mediante 


el punto N homólogo de N'~, y de L’ con M’, homólogo de M. 
Noveno caso. (Fig. 23.) La cónica está definida por tres tangen- 
tes y dos puntos de contacto. 


Los datos son: Los puntos A— B y las tangentes T,—T¿—T6¿. 
Elijamos como en los casos anteriores el punto O como centro de 
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homología, o sea el punto común a las dos tangentes T; y Tp; trace- 
mos una circunferencia c' de centro o” inscrita en el ángulo formado 
por estas tangentes, la cual tendrá por punto de contacto con las mis- 
mas los puntos A” y B’ homólogos de los dados A y B. 

La cuerda A— B y su homóloga A'— B’, nos dan un punto doble 
del eje a—a”. 

La cuerda A— B y la tangente To se cortan en un punto M, cuyo 
homólogo es el punto M’ situado en la cuerda A'”—B” homóloga 


Fig. 23. — Noveno caso: Transformación homológica de una 
cónica dada por tres tangentes y los puntos de contacto de dos 
de ellas. 


de A—B. Tracemos desde M' la tangente T's a la circunferencia y 
conseguiremos el punto doble del eje b—b’ y el punto de contacto C’ 
cuyo homólogo será C sobre To. 

Trazado el eje de la homología, éste nos da dos puntos en la cir- 
cunferencia por la que habrá de pasar la cónica c dibujada, y las rectas 
límites se consiguen como en casos anteriores mediante los puntos N, 
homólogo de N'~ , y F’, homólogo de F~. 


Décimo caso. (Fig. 24.) La cónica está definida por un punto 
ordinario cuatro tangentes. 
Los datos son: El punto A y las tangentes T,, Ta, Ts y Ta 
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Tomado como centro de homología, el punto O común a las tan- 
gentes T, y T,, trazaremos una circunferencia c' de radio arbitrario 
inscrito en estas tangentes, la cual vamos a hacer que sea homológica 
de la cónica a trazar c. 

El punto homológico de A es A’. 

Unamos el centro de homología con el punto de encuentro M de 
las tangentes T, y T, y consideremos esta recta doble p— p’ como 
polar de las dos cónicas cuyo polo vamos a determinar. En la circun- 


Fig. 24. — Décimo caso: Transformación homológica de una cónica dada por 
un punto ordinario y cuatro tangentes. 


ferencia la cosa resulta sencilla, puesto que bastará trazar las tangen- 
tes en los puntos 1 y 2, obteniendo así el punto P”, polo de esta recta. 

El polo P de la recta p con respecto a la cónica c, será homológico 
de P’ y se hallará por tanto en la recta O—P”. 

Por otro lado, si conociéramos este polo P sabríamos que por él han 
de pasar las polares de todos los puntos de la recta p con relación 
a las tangentes T, y T,; o dicho de otro modo: el haz de vértice M for- 
mado por los rayos T,—p-—T. y M—P, es armónico. 

Para conseguir, por tanto, el cuarto rayo ¡MM_—-P separado armóni- 
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camente de p con respecto a T, y T., bastará trazar una secante cual- 
quiera s de este haz y hallar el punto x conjugado armónico de y con 
respecto a z y w, 

Conocido P, se determina un punto doble del eje a—a”, como en- 
cuentro de las rectas homólogas A—P y A'—P”. 

Por otro lado, la cuerda A—P y la tangente T, se cortan en el 
punto N, cuyo homólogo estará situado en la recta homóloga 4—P”; es 
decir, será N’, desde 
el cual trazaremos 
la tangente a la cir- 
cunferencia T’, 
homológica de T,. 

Las dos tangen- 
tes homólogas an- 
teriores nos propor- 
cionan otro punto 
doble del eje b—-b”, 
quedando así defini- 
da la homología que 
nos relaciona la cir- 
cunferencia c” con 
la cónica c. 


Undécimo caso. 
(Fig. 25.) La cur- 
va está definida por 
cuatro tangentes y 
un punto de con- 
tacto. 

Los datos son: 
Las tangentes 
T,—T,—T, y Ta, y Fig. 25 — Undécimo caso: Transformación de una cónica deter- 
el punto A de minada por cuatro tangentes y el punto de contacto de una de ellas. 
contacto de T,. 

Elegido el punto O como centro de homología, tracemos una cir- 
cunferencia c' de centro o” inscrita en el ángulo formado por las tan- 
gentes T, y T.. 

El punto A’ será homólogo de A, y la tangente en él, T”,, homo- 
lógica de T,. 

T. y T, se cortan en el punto M, cuyo homólogo M’ se obtiene 
en T”,, y desde él trazamos la tangente T”,, que será homológica de T., 
proporcionando así el punto doble del eje a—a'. 

Como también tenemos otras dos rectas homológicas T, y T'a 
logramos otro punto doble b—-b* del eje de homología, con lo cual queda 
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totalmente definido el sistema que nos permite hallar la cónica c en 
función de la circunferencia c.’ 


Duodécimo caso. (Fig. 26.) La curva está definida mediante cinco 
tangentes, que son 7,—T,—T,— T, y T.. 

Elijamos como centro de homología el punto O común a dos cua- 
lesquiera de estas tangentes, en este caso las T, y T., y tracemos la 


Fig. 26. — Duodécimo caso: Transformación de una cónica determinada por 
cinco tangentes. 


circunferencia c' de radio arbitrario inscrita en el ángulo formado por 
dichas tangentes. 

Unido el punto M en que se encuentran las tangentes T, y T,, ele- 
giremos la recta M—0O como polar doble de las dos cónicas, cuyo polo 
con respecto a cada una de ellas vamos a determinar. 

Con relación a la circunferencia, las tangentes trazadas en los pun- 
tos 1” y 2' dan el polo P’. 

Trazada la transversal s del haz T.—-p--T,, se obtiene la recta M—x, 
sobre la que se hallará situado el polo P de p con respecto a la cónica c. 
El punto x es conjugado armónico de y con respecto a z y w, lográn- 
dose el punto deseado P por hallarse también en el rayo O—-P”. 
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De igual forma, y tomando el punto N de encuentro de las tangen- 
tes T, y Ta considero la recta doble r—r' como polar de las dos cóni- 
cas, hallando así el polo R’ de r’ con respecto a la circunferencia, y 
repitiendo la construcción hecha anteriormente, con el auxilio de la 
transversal t logro R al unir N con n, conjugado armónico de m con 
respecto a q y h. 

Uniendo ahora dos rectas homólogas R—P y R'— P’, logro el punto 
doble del eje a—a”, y tomando ahora el punto X común a la tangente T. 
y a la recta R—P, hallo su homólogo X’ situado sobre la recta R—-P”, 
desde el cual trazo la tangente 7”, a la circunferencia, la cual será 
homóloga de T., siendo, por último, 4” homológico de 4. 

Las rectas homólogas T. y T,’ nos 
determinan otro punto doble del 
eje b—b', con lo que queda total- 
mente definido el sistema de homo- 
logía que nos permite trazar la có- 
nica c determinada con arreglo a las 
exigencias de los datos. 


Con frecuencia, además de los ca- 
sos de determinación de una cónica 
que figuran en el cuadro anterior, se 
nos presentan otros en que, conocien- 
do previamente la naturaleza de la có- 
nica, se tienen otros elementos deter- Fig. 27. — La elipse como transformada 
minativos suficientes. Estos casos se afín de la circunferencia. 
resolverán con auxilio de una homo- 
logía de planteamiento más sencillo que los anteriores. Como ejemplo, 
aparecen los siguientes casos: 


Primer caso. (Fig. 27.) La elipse viene dada por sus dos ejes 
A—B y C—D. Entonces podemos trazarla teniendo en cuenta que es 
afín a una circunferencia cuyo diámetro sea cualquiera de sus dos ejes; 
es decir, que la elipse c se podrá trazar como afín de la circunferencia c’ 
siendo el eje de afinidad el eje A—B y un par de puntos afines C'— C. 
La dirección de afinidad viene dada por la recta C—C’. 

Igualmente podríamos conseguir el trazado de esta elipse partiendo 
de la circunferencia c’, de diámetro C—D, siendo entonces el punto B’, 
afín de B. De la combinación de estas dos afinidades resulta la 
construcción sencilla de un punto cualquiera de la elipse F, afín de 
un lado de F’ y del otro de F”,, hallándose situados F’ y F’, sobre el 
mismo radio vector, por ser las circunferencias c’ y c”, homotéticas, con 
centro O. 

Recordando las propiedades de la relación homológica nos será sen- 
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cillísimo, además del trazado de puntos, el de las tangentes que nos 


fueren necesarias. 


Es, sin embargo, recomendable el trazado de la elipse, utilizando, 


Fig. 28. — Dados dos diáme- 
tros conjugados de una elipse, 
se determina un sistema de 
afinidad para derivarla de la 
circunferencia. 


a poder ser, únicamente el círculo cuyo diáme- 
tro es el eje mayor A— B, por resultar más 
exacta su construcción. 


Segundo caso. (Fig. 28.) Si la elipse vi- 
niera determinada por dos diámetros conju- 
gados A—B, C—D, también podremos uti- 
lizar con gran ventaja la transformación afín 
de la circunferencia c’ de diámetro A— B en 
el sistema determinado por el eje E (diámetro 
común) y los puntos afines C—C’, por corres- 
ponderse las tangentes afines T¿—T'¿, parale- 
las al eje de afinidad. 

Figura 29. Como complemento necesario 
al trazado de la elipse, creo útil exponer 
uno de los procedimientos más exactos y rá- 
pidos para conseguir los ejes de la misma, par- 


tiendo del conocimiento de dos diámetros conjugados A— B y C— D. 
La construcción es la siguiente: i 
Se traza por el centro de la elipse la perpendicular O—M a uno de 


los diámetros conjuga- 
dos (en este caso, al 
A—B). Sobre ésta li- 
mitamos el segmento 
O—M = O—B y uni- 
mos este punto M con 
el punto C, extremo 
del diámetro conjuga- 
do: C—M. 
Describamos ahora 
la circunferencia X, 
cuyo diámetro es 
C—M, y la concén- 
trica con ésta, cuyo 
radio sea X—-O, la 
cual determina en la 
anterior recta C—M 
los puntos Y-——Z 


Fig. 29.—Construcción de los ejes de una elipse dada por dos 
diámetros conjugados. 


que, unidos al centro de la elipse, nos dan las posiciones de 


sus ejes. 


Las magnitudes de éstos corresponden a los segmentos O—P y 
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O—R, respectivamente, que se trasladarán a su verdadera posición 
en la forma que se indica. 
Nota: La demostración está fundada en que, según la figura 27, F"—F”, es constante, 


el ángulo F"—F—F, es recto y los catetos F"—F y F',—F' son siempre paralelos a los 
ejes, cualquiera que sea el punto F. 


Figura 30. Creo interesante, dado el carácter práctico que deseo 
dar a esta disciplina, el indicar una forma sencilla que permite dibujar 
con bastante exactitud una elipse con sólo cuatro arcos de plantilla, 
una vez determinados sus ejes. 


ISSS5355 


SS 


Fig. 30. — Método práctico de dibujar una elipse conociendo sus ejes. 


Para elegir la plantilla, recomiendo el siguiente método: Sean a y b 
los semiejes de la elipse que se trata de trazar. Sobre un cartabón 
cualquiera A se medirá un segmento b y se marcarán sus extremos. 
Tomado otro cartabón B se hará coincidir el vértice de su ángulo 
recto con el extremo del segmento anterior b. Sobre el lado de este 
cartabón se habrá marcado asimismo el segmento a correspondiente al 
semieje de la elipse. Bastará entonces hacer resbalar una plantilla ele- 
gida convenientemente, hasta tanto coincidan sus puntos de tangencia 
con los extremos de los segmentos señalados, los cuales se marcarán 
a su vez en la plantilla. 

Generalmente corresponderá este arco de plantilla a un cuadrante 
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de elipse perfectamente limitada por sus tangentes ortogonales, y si se 
deseara mayor aproximación, se podrá determinar algún punto interme- 
dio y elegir la plantilla que responda entonces a estas tres condiciones. 
Como resultado, diré que de esta forma he logrado el trazado de 
todas las elipses que figuran en esta obra, pudiéndose apreciar que en 
la mayoría de los casos la curva dibujada coincide con una verdadera 
elipse dentro de los límites de la precisión exigida a un trazado gráfico. 


Tercer caso. (Fig. 31.) Una parábola c está determinada por su vér- 
tice V, su eje e y un punto cualquiera P. 

Se trata de relacionar esta parábola con una circunferencia cual- 
quiera mediante su transformación ho- 
mológica. 

Tomemos como eje de homología la 
tangente común E en el vértice V. 
(Véase fig. 11.) Elijamos una circunfe- 
rencia arbitraria c' que sea tangente en el 
mismo punto doble V--—V”' a dicho eje. 

Si esta circunferencia ha de ser ho- 
mológica de la parábola, su recta límite 
L' ha de ser tangente a ella y paralela 
al eje. (Véase fig. 13.) 

El punto de contacto A” tendrá 
como homólogo el impropio A., de 
la parábola, pues por razón de simetría 
el centro de homología O que determi- 
A ere gym su namos a continuación ha de hallarse 
fanción de una circunferencia, por ho- sobre e. 

mología. Unamos dos puntos de la misma fi- 


gura 4 —P, y así lograremos el pun- 
to P’ homológico de P, con los cuales hallamos la posición de O, cen- 
tro de la homología, quedando así definido el sistema que nos permi- 
tirá manejar y trazar con toda comodidad la parábola en cuestión c. 
Está trazada la tangente en el punto P, y P, es su simétrico. 


Cuarto caso (Fig. 32.) La hipérbola suele estar determinada con 
frecuencia por sus dos asíntotas A,—-A, y un punto cualquiera P. 

La forma de conseguir relacionar esta hipérbola así definida con una 
circunferencia mediante un sistema de homología, es la siguiente: 

Con las asíntotas podemos trazar el eje real de la hipérbola X—X, 
y con éste, el punto P,, simétrico de P. La cuerda P—P, se tomará 
entonces como eje de homología E—E, y elegiremos una circunferen- 
cia cualquiera c' que pase por estos dos puntos, la cual va a ser homo- 
lógica de la curva en cuestión. 
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Desde los puntos dobles a—-a”, b—b', en que el eje corta a las asin- 
totas, trazaremos las tangentes a la circunferencia A’, y A',, respecti- 
vamente, las cuales nos proporcionan los puntos M'—.N” que pertene- 
cerán a la recta límite L” del sistema circunferencia c'. (Véase la 
fig. 14.) o 

Bastará unir los puntos homólogos M'—M>. y N'—N » para obte- 
ner así el centro de homología O, que necesariamente, por razón de 
simetría, estará situado en el eje real de la hipérbola X—X. 

La determinación de los vértices de la hipérbola en cuestión se 
conseguirá por el procedimiento ya conocido y sabiendo que han de ser 
homológicos respectivamente de V’ y V”,, extremos del diámetro de c’ 
situado en el eje X—X. 

En este caso hemos uni- 
do V’, con M’, y desde el 
punto doble e—e’ la recta 
e'—M nos dará V,. 


Observación importante. 
En la determinación de es- 
tos sistemas de homología, 
principalmente cuando se 
trata de relacionar una hi- 
pérbola, habrá de tenerse 
presente, al elegir el eje de 
homología, que ha de ser 
una cuerda real común a las 
dos cónicas, y por tanto, en 
el caso tratado habría de Plot ig Mpio del ra a o 

esecharse para esta trans- una circunferencia. 

formación las soluciones de 
tomar como eje de homología las rectas P—P,, P,—P,, P—P, o P,—P., 
puesto que dichas cuerdas son imaginarias en la hipérbola. Estos casos 
dan lugar a la llamada homología imaginaria, que no nos resuelve la 
cuestión. 


Proyectividad. Aunque yo propugno con toda insistencia por la 
utilización de la homología para conseguir el trazado de las cónicas con 
mayor exactitud gráfica y rapidez, a veces puede ser interesante el 
recurrir a la proyectividad, a fin de manejar estas cónicas; si bien he de 
manifestar que el técnico ha de reunir y tener presentes, entonces, mu- 
cho mayor número de propiedades; además, sus construcciones son 
más laboriosas y necesitan mayor número de líneas auxiliares, con no- 
table perjuicio de la exactitud en los resultados finales y del tiempo 
invertido. 
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A tal fin, y suponiendo que el estudiante se halla en posesión de la 
teoría de la Geometría Proyectiva, voy a recordar, sin demostrarlas, algu- 
nas propiedades que son de aplicación directa a la resolución de la deter- 
minación de puntos y tangentes de cónicas determinadas por sus cinco ele- 


Fig. 33. — Las rectas de unión de los puntos homólogos de dos 
series rectilíneas proyectivas de diferente base, das en un 
plano, envuelven una cónica. 


mentos in- 
tegrantes: 


Primero. 
- (Fig. 33.) 
Las rectas 
de unión de 
los puntos 
homólogos 
de dos se- 
ries rectilíneas pro- 
yectivas de distintas 
bases situadas en 
un plano, envuelven 
a una cónica; o di- 
cho de otro modo: 
las tangentes a una 
cónica determinan 
sobre dos cuales- 
quiera de ellas, dos 
series proyectivas. 

Determinada una 
cónica mediante 
cinco tangentes T,, 
Toy Tar Lip Fiy pO 
dremos conseguir la 
determinación de 
más tangentes a la 
misma, aplicando 
esta propiedad 
enunciada toman- 
do como bases las 


tangentes T, y T, donde las demás determinan puntos homólo- 


gos a—a', b—b' y c—c'. 


Para ello determinaremos el eje proyectivo E trazando lasrectasa—b”, 
b—a' y a——<', c—a”, obteniéndose así los puntos dobles 1—1' y 2—72’. 
Elegido un punto cualquiera d sobre T,, trazaremos la recta de 
unión d—b”, por ejemplo, que corta al eje proyectivo en el punto 3—3’, 
correspondiéndole, por tanto, la recta b—d', siendo la recta d—d' la 


tangente deseada T,. 
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Para conseguir el punto de contacto 4 de esta tangente T,, halla- 
remos el punto A conjugado armónico de f con respecto a d y d', para 
lo cual nos hemos auxiliado del cuadrilátero f—d—R—-P, siendo R 
cualquiera. 

Los puntos en que el eje proyectivo E corta a las tangentes T, y T, 
tomadas como bases de las dos series, son los puntos de contacto que 
les corresponde en la cónica. 

Hemos resuelto así el caso 
12.0 del cuadro. 


Segundo. (Fig. 34.) Los pun- 
tos de encuentro de los rayos 
homólogos de dos haces de rec- 
tas proyectivos no concéntricos 
y situados en el mismo plano, 
determinan una cónica; o dicho 
de otra forma: los puntos de una 
cónica proyectados desde dos 
cualesquiera de ellos, determinan 
dos haces proyectivos. 

Seccionando estos dos haces 
por una secante, obtenemos dos 
series rectilíneas proyectivas, de 
misma base. 

Sea la cónica determinada 
por cinco puntos A, B, C, D, E. 

Elijamos los puntos A y E 
como centros de los haces en 
cuestión, b—c—d y bcd". 

Empezaremos por determi- 
nar el centro proyectivo O de 
estos dos haces, para lo cual ha- Fig. 34. — Los puntos de unión de los rayos 
llaremos la recta m_—m' de homólogos de dos haces proyectivos de diferente 

R vértice, situados en un plano, se hallan sobre 
unión de dos pares de rayos no üna enied. 
homólogos: m común a b y d’, 
y m', común a b’ y d, y por otro lado, la n—n': n, unión de b—<', y n', 
intersección de b' con c'. 

La intersección de las rectas m—m' y n—n' nos determina el cen- 
tro proyectivo O. 

Para conseguir un punto cualquiera de la curva, elegiremos un rayo 
cualquiera f de uno de los haces; determinaremos su intersección p con 
un rayo cualquiera c' del otro haz, y hallaremos su correspondiente p’ 
sobre c, mediante la recta O—p; p”, unido con E, vértice del haz, nos 
dará el rayo f’, y, por tanto, el punto de la cónica F. 
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Las tangentes T, y T, a la cónica correspondiente a los puntos A 
y E, elegidos como vértices de los haces, pasan por el centro pro- 
yectivo O. 

Para lograr la tangente en un punto cualquiera B, emplearemos la 
siguiente construcción (1): 

Considerados los dos rayos homólogos b—b', los seccionamos por 
una recta cualquiera r, paralela a la de unión B-—-O. 

De esta forma, y por 
los puntos determina- 
dos 1 y 2, completare- 
mos el paralelogramo 
1—3—2—B. La dia- 
gonal 3—B resulta ser 
la tangente en el pun- 
to B. 

Queda resuelto, con 
éste, el primer caso 
que figura en el 
cuadro. 


Tercero. (Fig. 35.) 
Dadas dos series pro- 
yectivas de segundo 
orden situadas sobre 
la misma cónica, se 
obtienen dos haces 
proyectivos concéntri- 
cos al proyectarlas 
desde uno cualquiera 
de dicha cónica. 

Fig. 35. — Determinación de los puntos dobles de dos se- Los rayos dobles de 
ries proyectivas rectilíneas superpuestas. 
estos dos haces corres- 
ponden a los puntos 
dobles de dichas series, que son los de encuentro del eje proyectivo 
con dicha cónica. 

Al cortar estos dos haces por una secante cualquiera, y según 
hemos visto, obtenemos dos series rectilíneas superpuestas proyectivas, 
cuyos puntos dobles son los correspondientes a dichos rayos dobles. 

Cuando el eje proyectivo de las dos series de segundo grado es tan- 
gente a la cónica, no existirá más que un solo punto doble, correspon- 
diente al de contacto de dicho eje proyectivo. 

La forma de conseguir dos series proyectivas de segundo orden 


(1) Véase Los Métodos Descriptivos, F. Comez Carbonell, pág. 145. 
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sobre una cónica dada c, consistirá en trazar varias secantes que pasen 
por un mismo punto P del plano de dicha cónica, lográndose así las 
señaladas en la figura 35: A— B—C y A'—B'—C', bastando el cono- 
cimiento de tres pares de puntos para que estas series queden perfec- 
tamente definidas. 

Si un punto D perteneciente a una de las series A—B—C recorre 
la cónica, su homólogo D' la recorrerá también, existiendo dos posicio- 
nes en que coincidan con su homóloga sobre la curva y que corres- 
pondan a las posiciones comunes con el eje proyectivo X—X'e Y — Y”, 
resultando ser la recta X—Y, X'—Y', la polar del punto P con rela- 
ción a la cónica. 

Si el punto fuera interior y su polar, por tanto, exterior, los 
puntos dobles serían imaginarios; y cuando el punto P sea de la cónica, 
coincide la polar con su tangente en dicho punto, y también con la 
única posición confundida del punto móvil D, con su homó- 
loga D'. 

Si ahora proyectamos desde un punto O de la cónica las series 
A—B—C y A'—B'—C', obtenemos los rayos a—b—c y a —b'——<e', 
cuyos rayos dobles serán los x—x' e y—y/. 

Seccionados estos dos haces concéntricos por una secante cual- 
quiera S, obtenemos las series rectilíneas a—fB—y y a" —fB'—y', cuyos 
puntos dobles 0—0 y r—a' son los correspondientes a los rayos do- 
bles x—x'" e y—y'. 

Esto nos conduce a la determinación sencilla de los puntos dobles 
de dos series proyectivas rectilíneas de misma base, pues para ello bas- 
tará seguir el camino inverso; es decir, elegido un punto cualquiera O, 
se trazan los rayos cofrespondientes de dos haces proyectivos concén- 
tricos; por este punto O se hace pasar una cónica, para mayor comodi- 
dad una circunferencia, y los rayos correspondientes habrán determi- 
nado sobre dicha circunferencia dos series proyectivas de segundo 
grado, las cuales darán lugar a un eje proyectivo cuyos puntos comunes 
con la circunferencia serán los que nos proporcionen los puntos dobles 
pedidos. 

Lógicamente se resuelve al mismo tiempo la determinación de los 
rayos dobles de dos haces proyectivos concéntricos. 


Cuarto. Si se proyectan desde un punto de una cónica las series 
rectilíneas que se originen sobre dos tangentes a la misma por todas 
las demás, obtenemos asimismo dos haces proyectivos concéntricos, 
que seccionados por una misma secante nos producen dos series pro- 
yectivas de la misma base. 


Aplicaciones. Cuando una cónica se halla determinada por cuatro 
puntos y una tangente, podremos determinar su punto de contacto uti- 
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lizando las propiedades anteriormente expuestas, como aparece en la 
figura 36. Sean A— B—C—D los puntos dados y Ty la tangente dada. 
Proyectemos los puntos A y C desde B y desde D, respectiva- 
mente, obteniéndose así sobre las tangentes las series a—c y a'—<', que 
son proyectivas, y de las cuales vamos a determinar sus puntos dobles 
basándonos en lo anterior. 
Elegido un punto O, proyectaremos los puntos a—a' y c—<c' sobre 


Fig. 36. — Dada una cónica por cuatro puntos 
ordinarios y una tangente, se halla el punto de 
contacto de ésta. 


una circunferencia cualquiera c', que mos determinará las series de 
segundo grado a—y y a'—y”, con la condición de que su eje proyec- 
tivo sea tangente a dicha circunferencia. 

De esta forma, al unir los puntos a—y” y a'—y tenemos el punto P, 
desde el cual se pueden trazar los dos ejes proyectivos tangentes e, y ez, 
a los cuales van a corresponder los puntos dobles x e y, con lo cual se 
aprecia existen dos soluciones de este problema. 

Como se observa, se ha reducido este caso (el segundo que figura 
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en el cuadro) al caso tercero del mismo, en que se conocen tres puntos 
ordinarios, una tangente y su punto de contacto. 

Figura 37. Determinada una cónica por cuatro tangentes y un 
punto, vamos a conseguir reducir éste al caso en que se conocen cuatro 
tangentes y un punto de contacto. Para ello, siendo T,—T.—T,—T. 


Fig. 37. — Dada una cónica por cuatro tangentes y un punto ordinario, 
se determina la tangente en éste. 


las tangentes dadas y X el punto de la cónica, lograremos las tangentes 
en el punto X: Ty y T'z, haciendo aplicación de lo anterior; es decir, 
proyectando desde X los puntos A—B y A'—B' sobre una secante 
cualquiera S, consiguiendo, como en el caso correspondiente a la figu- 
ra 36, los puntos a—a' y B—$', con la condición de que los ejes pro- 
yectivos e,—e, sean tangentes a la circunferencia o”. 

Existen dos soluciones. 
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CAPITULO II 


PRELIMINARES 


La Geometría Descriptiva como ciencia de la representación. - Su finalidad en el campo de 
la técnica. - Los sistemas de representación. - Su definición y mecanismo. 


La Geometría Descriptiva tiene como misión fundamental propor- 
cionar al técnico la manera de representar y manejar formas y cuerpos 
concebidos en el espacio, sobre elementos que permitan su asimilación 
por un tercero (en general, sobre un plano), y viceversa, establece las 
normas por las que una forma representada con arreglo a las leyes que 
más adelante veremos pueda restituirse al espacio en su forma ori- 
ginal. 

Como la representación se hace generalmente sobre un plano, bien 
sea un tablero de dibujo o un encerado, el objetivo primordial de la 
Geometría Descriptiva consiste en establecer las relaciones correlativas 
entre la forma del espacio, o de tercera categoría, de tres dimensiones, 
y la forma plana de dos, o de segunda categoría. 

La manera de conseguir esta reducción consiste en proyectar la 
forma del espacio sobre un plano para conseguir una forma de segunda 
categoría. 

Se desprende de la finalidad de esta disciplina el que el sistema 
representativo haya de tener como condición esencial la de ser rever- 
sible, para, con arreglo a los elementos representados, conseguir, 
como antes hemos dicho, la forma de tercera categoría que le dió 
origen. 

Teniendo en cuenta la anterior condición a cumplir y la posición 
relativa del centro de proyección y del plano de representación, se uti- 
lizan cuatro sistemas: 


1.0 Sistema acotado. 
2.0 Sistema diédrico, de doble proyección o de Monge. 


3.2 Sistema axonométrico. 
4.0 Sistema cónico o central. 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


Proyección. (Fig 38.) Se dice que una forma del espacio de ter- 
cera categoría se proyecta desde un punto O sobre un plano m que no 
pasa por él, cuando se hallan sobre dicho plano las intersecciones de 
los distintos rayos proyectantes, determinados por el centro de proyec- 
ción O y por los distintos puntos que componen el conjunto de la 
forma proyectada. 

En este caso, la forma A, B, ....., F da lugar en el plano v a la forma 
de segunda categoría a, b, ...., f. 

He de observar que todo punto tal que F situado sobre el mismo 
rayo proyectante de otro punto A, en este caso O— A, tendrá por 


Fig. 38. — Proyección sobre un plano 
de una forma de 3.* categoría. 


proyección sobre el plano un punto confundido con a, sucediendo lo 
propio a todos los puntos de la forma que se hallaren en las mismas 
condiciones. 

Como una recta está determinada por dos puntos, su proyección se 
conseguirá uniendo la proyección de dos cualesquiera de ellos. Ejemplo: 
La recta R determinada por los puntos E—C se proyecta según la 
recta r, determinada al unir las proyecciones de los dos puntos e—c. 

La proyección r de R viene a ser la traza del plano proyectante de R 
sobre el plano xr; es decir, del plano constituído por dicha recta y por 
el centro de proyección O. 

Por una consideración análoga a la hecha anteriormente, toda recta 
tal que S situada en el mismo plano proyectante de R dará lugar a 
una proyección s, confundida con r. 

Como un plano se puede considerar determinado por tres puntos 
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de la forma indicada, o por dos rectas que se cortan, se puede asimismo 
conseguir la proyección de un plano sobre otro. 

A esta proyección se la denomina proyección central o cónica, por 
ser O un punto propio. 

Figura 39. Si el centro de proyección es impropio, los rayos pro- 
yectantes resultan paralelos, y la proyección recibe el mombre de 
cilíndrica, existiendo en este caso las mismas particularidades hechas 
en relación con la figura anterior, respecto de la proyección de una 
recta, de su plano proyectante y de la proyección de un plano. 


Fig. 39. — Proyección cilíndrica. Fig. 40. — Condición de reversibi- 
lidad de un sistema de proyección. 


Figura 40. Hemos indicado que el sistema de proyección ha de ser 
reversible, con lo cual quiere esto decir que, supuesto conocidos, en el 
plano de proyección z un punto p y el centro de proyección O, habre- 
mos de resolver la indeterminación que supone el restituir el punto del 
espacio a la posición que le haya de corresponder sobre su rayo pro- 
yectante, puesto que, sabiendo que todos los puntos, tales que P—P,, 
tienen la misma proyección p—p,, habremos de disponer de los ele- 
mentos necesarios para conseguir su posición real. Para ello, la forma 
de operar sería, por ejemplo, después de trazar el rayo proyectante en 
sentido inverso p—-O, limitar sobre él, y a partir de p, el segmento p—P 
que nos indicara la distancia a que se encuentra dicho punto P del 
plano n, medida sobre su rayo proyectante. 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


SISTEMAS DE PROYEGGCION 


1.0 Sistema acotado. (Fig. 41.) El plano del dibujo es r. 
La forma de conseguir la proyección de la figura del espacio con- 
siste en obtener de ella una proyección 
cilíndrica ortogonal sobre dicho plano, 
la cual, sintetizada en un punto P, 
cual es el caso de la figura, nos pro- 
porciona p como pie de la perpendi- 
cular trazada desde P al plano; y para 
atender a la condición de reversibili- 
dad de que antes hablamos, anotare- 
mos al lado de p un número que nos 
indique la distancia del punto P al pla- 
no de proyección, o sea su cota h, la 
cual tendrá signo positivo o nega- 
tivo, según se halle en una región o en 
Fig. 41. — Fundamento del sistema Otra con relación al plano de proyec- 
acotado. Representación de un punto. ción, el cual, como se aprecia, divide al 
espacio en dos partes, de las que una 
de ellas se afectará de cotas positivas y la otra de cotas negativas. 


2.0 Sistema diédrico o de Monge. (Fig. 42.) Para evitar el in- 
conveniente que supone en la restitución la unión en el espacio de va- 
rios puntos situados sobre la misma proyectante, tal como vienen re- 
presentados en el sistema acotado, se recurre a una segunda proyec- 
ción que nos evite el afectar el mismo punto proyección de varias 
cotas. 

A tal fin se dispone de un conjunto formado por dos planos ortogo- 
nales entre sí, que se colocarán, en general: uno de ellos, horizontal, 
y el otro, por tanto, vertical, adoptando esta denominación en lo suce- 
sivo: plano horizontal de proyección H y plano vertical de proyec- 
ción V. 

La operación en el espacio se consigue de la siguiente forma: 

Se proyecta ortogonalmente el punto P sobre el plano horizontal H, 
dando lugar a su proyección horizontal p, y también se proyecta ver- 
ticalmente, es decir, ortogonalmente al plano V, obteniendo así la 
proyección vertical p’. 

Ahora bien: como nosotros operaremos sobre el plano del dibujo, 
haremos que éste coincida con el plano H (horizontal de proyección), 
y haremos coincidir también el plano V en su totalidad sobre H, hacién- 
dolo girar alrededor de su recta de intersección, que llamaremos en lo 
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sucesivo línea de tierra. De esta forma, p' viene a ocupar una posición 
tal que se encuentren p y p' sobre la misma perpendicular a la línea 
de tierra, cuya demostración es evidente al observar la figura 42 en 
cuestión. 

La distancia que separa la proyección vertical p’ de la línea de tie- 
rra, será h, igual a la altura del punto P sobre el plano horizontal de 


Fig. 42. — Fundamento del sistema diédrico de doble proyección o 
de Monge. Representación de un punto. 


proyección H, es decir, la magnitud del segmento P—p; de la misma 
forma, la distancia d que separa la proyección horizontal p de la línea 
de tierra, nos representa un segmento igual a la magnitud P—p', es 
decir, la distancia existente entre el punto del espacio P y el plano ver- 
tical V de proyección. 

Al conjunto de todos los puntos tales que p, proyección horizontal 
de los del espacio, se acostumbra a llamar también planta del conjunto; 
y a la proyección vertical del mismo se le denomina también 
alzado. 

En la figura 43 aparece en el plano del dibujo tal y como realmente 
las cosas suceden; es decir, que la línea de tierra viene representada 
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por una recta L—T, y a ambos lados de la misma aparecen las por- 
ciones de plano que corresponden a la proyección horizontal y a la pro- 
yección vertical. Fácilmente se ve que 
el sistema es reversible, pues para ello 
imaginemos que, a partir de la recta 
L—T, se coloca perpendicularmente 
al plano del dibujo, es decir, a H, el 
plano V, en la misma forma represen- 
tada en la figura 42. 

Si ahora desde p levantamos la per- 
pendicular a H, y desde p' la perpen- 
dicular a V, observaremos que estas 
dos perpendiculares se cortarán en un 
único punto del espacio, que será 
el punto P, el cual dió origen a 


Fig. 43. — El plano de representación | dos proyecciones en cuestión 
pd ii con el del dibujo. Representa- aS > 9s: peoy Eon, 
ción de un punto en el sistema diédrico. PP - 


Sistema axonométrico. (Fig. 44.) Supongamos un triedro trirrec- 
tángulo O—-(X) —( Y) —( 2). 

Dado un punto P del espacio, proyectaremos ortogonalmente este 
punto sobre las tres caras de este triedro trirrectángulo, obtenien- 
do así las proyecciones 
(p)—0")—4p””); es decir, 
habiendo obtenido los 
segmentos (P)—(p””), 
(Pj-(p")y(P)-(p), 
iguales, respectiva- 
mente, a las zoorde- 
nadas (x) —(y) —(2) 
del punto (P) con re- 
lación al sistema del 
espacio. 

Hagamos pasar 
ahora el plano de pro- 
yección x= por el vér- 
tice O del triedro tri- 
rrectángulo, y proyec- 
temos ortogonalmente 7 
el conjunto del espa- A - GA 
cio constituído por la y 
forma (P) y por sus 
respectivas proyeccio- 
nes (p”), (p”) y (p”). 


Fig. 44.— Fundamento del 
sistema axonométrico. Re- 
presentación de un punto. 
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De esta forma obtendremos: 

Una proyección directa P del punto (P) y tres proyecciones, 
p'—p"——p'””, de los anteriores, (p”), (p”) y (p), situadas sobre las 
caras del triedro trirrectángulo. 

En esta nueva proyección se aprecian de una sola vez las tres coor- 
denadas del punto (P); es decir, que se obtienen los segmentos x, y y 2, 
P—p'"”, P—p” y P—p', proporcionales a las coordenadas (x)—(y)—(2), 
que son las que aparecen en la figura 45, en que el plano x se ha hecho 
coincidir con el plano del dibujo. 

También se observa que este sistema es perfectamente reversible. 

Se comprende que las direcciones de las proyecciones O—X, O— Y 
y O—Z de los ejes sean cualesquiera 
y vengan en función del ángulo que 
forma el plano r con las aristas del 
triedro trirrectángulo; pero existe una 
posición tal en que los ángulos que for- 
men entre sí dichas proyecciones sean 
iguales a 120%, y por ello recibe el nom- 
bre este sistema de sistema axonomé- 
trico isométrico, que utilizaremos con 
mayor profusión en el transcurso de 
este libro, dejando para el estudio de 
ulteriores aplicaciones cualquier otro 
sistema axonométrico asimétrico, que 
trataremos en el tercer tomo con el títu- 
lo de Perspectiva axonométrica. Fig. 45. — El plano de representación 

En la axonometría isométrica, los coincide con el del dibujo. Representa- 

A ción de un punto en el sistema axono- 
segmentos paralelos a las aristas del métrico. 
triedro, es decir, las coordenadas de los 
puntos, están afectadas en su proyección por el mismo coeficiente de 
reducción, por formar ángulos iguales los tres ejes O—(X), O— (Y), 
0—(Z), con el plano r. 

Para que un punto esté representado en este sistema bastará cono- 
cer dos de sus proyecciones; es decir, por ejemplo, la directa y una de 
las laterales P y p’; o bien, dos laterales cualesquiera, p' y p”, pues 
con ellas se obtienen las otras dos, debiendo observar, sin embargo, la 
posición relativa que han de ocupar, pues se ha de verificar la condi- 
ción de que las paralelas a los ejes trazadas s por í ellas se cortan en el 
mismo punto del tercero; es decir, que p"—1 y p”—1 han de ser pa- 
ralelas a los ejes Y y Ls respectivamente, y que lo mismo ha de su- 


ceder con respecto a p"—2 — p'—z2 y con p—3 y p"—3. 


Sistema cónico. (Fig. 46.) El sistema cónico está compuesto por 
el plano de proyección x y el centro de proyección O. 
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El plano m se denomina plano del cuadro. 
Un punto M queda determinado conociendo su proyección cen- 
tral m, intersección de 
su rayo proyectante 
MO con el plano rr; 
y para atender a su 
restitución al espacio, 
se le proyecta además 
ortogonalmente sobre 
z, obteniéndose m’. 
Existe un punto no- 
table, y es la proyec- 
ción ortogonal del cen- 
tro de proyección O 
sobre el plano del cua- 
dro v; este punto 
recibe el nombre de 
punto principal P, y 
la condición a que han 
de sujetarse los puntos 
; i ; . m (proyección central) 
Fig. 46. — Dn 0 c cónico. Representación y m' (proyección orto- 
gonal) es que la recta 
m'—m pase por el punto P, lo cual es evidente, puesto que tal recta 
m'—m—?P es la traza del plano x con el plano formado por los tres 
puntos O—P—-M, por ser paralelas las rectas 
M—m' y O—P. 

Pasemos ahora al plano del dibujo (fig. 47) 
sobre el que se ha hecho coincidir el plano de 
proyección z, en el que tenemos representado 
el punto principal P y la distancia D del cen- 
tro de proyección a dicho plano m. En él ten- 
dremos los puntos m—m”, proyección central y 
ortogonal, respectivamente, del punto M del 
espacio. Se aprecia la reversibilidad del siste- 
ma, pues para restituir el punto M a su posi- 
ción verdadera bastará efectuar la operación Fig, 47.—El plano de repre- 


siguiente (ténganse a la vista las figuras sentación coincide con el del 

6 . dibujo. Representación de un 

46 y 47.): , punto en el sistema cónico. 
1.0 Levantar a partir de P la per- 


pendicular al plano del dibujo y tomar sobre ella la distancia D. 
2.0 Unir el punto O así determinado con m. 
3.0 Trazar desde m' la perpendicular al plano del dibujo. 
La intersección de esta última perpendicular con el rayo 


© Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


O—M nos individualizará la posición del punto del espacio M. 

Existe, sin embargo, una modalidad de la representación en el sis- 
tema cónico, que es el que vamos a emplear en lo sucesivo, por tener 
grandes ventajas tanto como sistema general de representación cen- 
tral, sino además por permitirnos con gran facilidad el paso de un sis- 
tema a otro, así 
como también 
de preparación 
a la importan- 
tísima aplica- 
ción que vere- 
mos en el tomo 
3.0 de Perspec- 
tiva cónica o li- 
neal. 

Figura 48. 
La tal modali- 
dad consiste en 
que, además 
del plano v de 
proyección y Fig. 48. — Variante del sistema cónico. Representación del punto. 
del centro O 
que define este sistema, se utiliza un plano perpendicular a n, que ge- 
neralmente es horizontal, y que llamaremos geometral, G. La recta LT, 
intersección de G con x, se llama también línea 
de tierra. De esta suerte viene modificada la 
proyección central de la siguiente forma: 

Se obtiene primeramente el punto M, pro- 
yección directa central, desde O sobre m del 
punto del espacio (M). Seguidamente se pro- 
yecta ortogonalmente el punto (M) en (m) so- 
bre G, y nuevamente se efectúa la proyección 
cónica de (m) sobre el plano de proyección r, 
dando lugar a m. 

Entonces, siendo la recta (M)—(m) del es- 
Fig. 49. — El plano del cua- pacio perpendicular a todas las rectas del pla- 
dro coincide con el del dibu- no geometral G, lo será también a la de inter- 
jo. Representación de un je 7 š 
punto en el sistema cónico. Sección LT de G con n, y su proyección sobre 

el plano del cuadro será la recta M—m, tam- 

bién perpendicular a LT, tal y como aparece en la figura 49, donde 

se ha hecho coincidir el plano de proyección x= con el plano del dibujo: 

De una manera análoga a la que hemos explicado anteriormente, 

pero con la modificación ya apuntada, se podrá ver la forma de resti- 
tuir el punto (M) a su posición en el espacio. 
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Resumen. A título de ejemplo viene representado un cubo en los 
cuatro sistemas de representación, donde se va a apreciar la diferencia 
esencial entre dichos 
sistemas y de los re- 
sultados que con 
ellos se logran. 

Figura 50. Em- 
pezando por el sis- 
tema acotado, tene- 
mos representadas 
en la figura de refe- 
rencia las operacio- 
nes efectuadas para 
conseguir la proyec- 
ción acotada del 
cubo, en la que se 
aprecia que los pun- 
tos tales como A y 
B, situados en la 
misma arista, tienen 
la misma proyección a—b, que es preciso afectar de sus cotas corres- 
pondientes, tal y como aparece en la figura 51, en que el plano r 
coincide con el plano del dibujo. 

Se deduce de esta proyección que, 
efectivamente, existe una posibilidad 
de confusión cuando se trata de unir en 
el espacio puntos restituídos que se 
hallan sobre varias proyectantes comu- 
nes, y que por ello este sistema se ha- 
brá de utilizar cuando la forma de ter- 
cera categoría tiene un solo punto por 
proyectante, lo cual sucede en las su- 
perficies topográficas y algunas otras, 
que estudiaremos en el tomo de Apli- 
caciones, donde se usa este sistema de .. : 
proyección, teniendo en cuenta otras sl > par 
ventajas que en su día veremos. 

Figura 52. En el caso del sistema diédrico, el cubo que se pro- 
yecta se ha colocado de propio intento con sus caras paralelas a los 
planos de proyección H y V, respectivamente; en la figura 53 aparecen 
sus proyecciones, haciendo coincidir, como ya hemos visto, el plano 
vertical V con el plano horizontal H, y ambos, con el plano del dibujo. 
Si bien estos puntos proyectados se confunden dos a dos, como en el 
caso del sistema acotado, en cuanto a la proyección horizontal se refiere, 


Fig. 50. — Proyección del cubo en el sistema acotado. 


e/(Erl) 
HE 
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Fig. 52. — Proyección del cubo en el sistema diédrico. 


Fig. 53.— Representación del cubo en el sistema 
diédrico. 
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por ejemplo, la proyección vertical se encarga de resolvernos la inde- 
terminación que pudiera existir al restituir dos puntos al espacio para 
unirlos ordenadamente. 

Las mismas consideraciones haremos en el sistema axonométrico 
isométrico (figs. 54 y 55) y en el sistema cónico (figuras 56 y 57). 


Si tenemos en cuenta la fina- 
lidad conseguida por estos cua- 
tro sistemas de representación, 
vemos que en estos dos últimos, 
axonométrico y cónico, se aprecia 
en una sola proyección (la direc- 
ta) las tres dimensiones princi- 
pales a la vez, si bien ninguna 
de ellas resulta igual a su pro- 
yección sobre los planos de 
referencia motivo por el cual 
llamaré a estos dos sistemas pu- 

ramente represen- 
Fig. 55.—Repre- tativos, para dis- 
prin dele tinguirlos de los 
axonométrico. dos anteriores, 

acotado y diédrico, 
en los que las dimensiones paralelas a los planos de proyección se pro- 
yectan en su verdadera magnitud, motivo por el cual denomino a estos 
dos sistemas sistemas de medida. 


Esta diferencia se apreciará a medida que vayamos desarrollan- 
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do esta disciplina, donde utilizaremos el sistema conveniente, según 
sea la aplicación que vayamos a necesitar del dibujo representa- 
tivo. 

Adelantándonos a lo que a aplicaciones se refiere, ya nos podemos 


Fig. 56. — Proyección del cubo en el sistema cónico. 


dar cuenta de que, utilizando los 
dos sistemas, axonométrico o cónico, 
de un solo golpe de vista apreciare- 
mos tanto la forma como la relación 
de los elementos situados en el espa- 
cio; no sucediendo lo mismo con el 
sistema diédrico y con el acotado, con 
los cuales llegaremos a formarnos 
un concepto claro del conjunto re- 
presentado y de 

la posición rela- PE. 27. Ripr 
tiva de sus ele- sentación del cubo 
mentos compo- en el sistema cónico. 
nentes, después 

de efectuar cierta gimnasia intelectual efectuada con las proyec- 
ciones dadas. 
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CAPITULO III 


SISTEMA ACOTADO 


Representación y alfabeto del punto, de la recta y del plano. 


Ya hemos visto en el capítulo anterior (fig. 41.) cómo se consigue 
la representación del punto. 


Alfabeto del punto. (Fig. 58.) Llamaremos alfabeto del punto a 
las distintas representaciones del mismo, según sea su posición rela- 
tiva con respecto al plano de proyec- 

A ción. 

Hemos visto que el plano de pro- 
yección tr divide al espacio en dos re- 
giones: una positiva y otra negativa. 

Solamente son 
tres las posicio- 
nes posibles de 2 (ha) 
dicho punto: A, a 
situada por enci- ž 
ma del plano r; e/La) 
B, situado en él, 

y C, por debajo; 
Fig. 58. — Sistema acotado. Alfabeto es decir, en la Fig. 59. — Sistema acota- 
del punto. región opuesta a dos Alfabeto del punto. 
la A. 

La diferencia existente en la representación de estos puntos sola- 
mente está en el signo de su cota. 

Figura 59. Supuesta positiva la región donde se encuentra el 
punto A, su representación será A con su cota h positiva; es decir, 
a( +h); b tendrá como cota (0), y c tendrá como cota (— h). 


2/0) 
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Representación de la recta. Figura 60. Hemos visto que la recta R, 
hallándose determinada por dos puntos A y B, tendrá como proyec- 
ción r la resultante de unir las proyecciones a y b de sus dos puntos. 

Es notable el conocimiento del punto t de la recta, que es su traza 
con el plano x de proyección; es decir, el punto de altura cero, a partir 
del cual todos los demás, tales como 
el C, tendrán por proyección un 
punto c de cota negativa. 


Fig. 60.— Sistema acotado: Represen- Fig. 61. — Sistema acotado: Pendiente 
tación de la recta. de una recta. 


Se llama pendiente de una recta a la tangente del ángulo a« que forme 
con su proyección; en este caso, y pasando a la figura 61 vemos 
representada la recta r mediante los puntos a de cota (+ h,) y b de 
cota (+ h,), siendo t su traza. 

Es indudable que si a partir de a y de b trazamos las perpendicula- 
res a r, y sobre ellas las cotas de sus puntos (+ h.) y (+ hp), res- 
pectivamente, obtendremos la recta 
A— B, que formará el ángulo a, el 
cual nos medirá la pendiente de la 
recta R del espacio con relación al 
plano de proyección r. 

Es de tener muy en cuenta que es 
preciso fijar la escala de alturas; es 
decir, saber de antemano la unidad 
de altura que se ha de utilizar, a fin 
de conocer el verdadero ángulo de 
pendiente de la recta en cuestión. 

A tal fin, y como se representa en 


Fig. 62. — Sistema acotado : E 
Intervalo de una recta. la figura 62, una recta R proyectada 


en r tendrá un segmento A— B pro- 
yectado en a—b, que corresponda a una unidad de altura; es decir, 
cuya diferencia de cotas sea la unidad, llamándose entonces intervalo 
a la proyección a— b del segmento A—B. Dicho intervalo lo utiliza- 
remos con mucha frecuencia, pues él nos indicará la pendiente de una 
recta siempre que conozcamos la escala de alturas. 
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Si, como en la figura 63 aparece, viene representada una recta por 
dos puntos A y B de cotas positivas y enteras (+ 6) y (+ 2), respec- 
tivamente, esto nos indicará que el segmento a—b tiene cuatro inter- 
valos que se señalarán, operación que se 
llama graduar una recta. 

Con el conocimiento del intervalo pode- 
mos determinar rápidamente y con toda 
exactitud cualquier otro punto de cota 
entera sobre la recta, llevando dicho in- 
tervalo tantas veces como sea preciso y 
en el sentido que se desee, como, por 
t/0, ejemplo, para hallar la traza t de cota (O), 
llevando dos intervalos a partir de b y en 
el sentido a—b. 


4 


F üi 541 


a/6) 


Fig. 63. — Sistema acotado: Gra- 
duar una recta. 


Altabeto de la recta. Esta 
solamente puede ocupar tres p 
posiciones interesantes con 
respecto al plano de proyec- 
ción re, que son: 


y y 
1.2 Cualquiera, como en o 

las figuras 60 y 63. 

: Fig.65.— 

2.0 Perpendicular a n ot a 

(fig. 64). La recta R, por ser acotados 

una proyectante, solamente lación de 

tiene como representación un Fig. 64. — Sistema acotado: Recta una recta 

de punta o proyectante. de punta. 


punto (fig. 65) y su intervalo 
es cero. 


3.0 La figura 66 representa una recta R—r paralela al plano 
de proyección, lo cual se comprueba porque sus puntos tienen 
todos la misma cota. En este caso (fig. 67), la recta viene re- 

presentada por 

A RL B dos puntos a, 

; de cota (+ h), 

y b, también 
de cota (+ h). 


El intervalo 
sb) r fh) de esta recta 
vale infinito 


y la traza es 


Fig. 67. — Sistema acotado: im- 
Fig. 66. — Sistema acotado: Recta Representación de una hori- S4 punto ma 
horizontal. zontal. propio. 
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Representación del plano. (Fig. 68.) Sabemos que el plano está 
determinado por tres puntos: A—B—C. 

Es indudable que el conocimiento de las proyecciones a—b—< de 
los tres puntos determinativos del plano, conocidas sus cotas, nos indi- 
vidualizarán su posición; pero no nos resulta cómoda la representación. 
del mismo mediante estos tres puntos, puesto que se complicarían las 
construcciones al manejarlos, motivo por el cual se precisará recu- 
rrir a otra forma de representar el plano, aunque partamos de sus 
tres puntos. Esto se logra mediante el conocimiento de su línea de 
máxima pendiente, lo cual se aprecia en la figura 69, como vamos 
a detallar: Se dan los tres puntos cualesquiera a (+ 6), b (+ 2) 
y c (+ 4). 

Lo primero que haremos será hallar la traza de este plano con el 


Fig. 68. — Sistema acotado: Plano deter- 
minado por tres puntos. 


plano rx, lo cual conseguiremos gra- Fig. jaa: pad oa 
duando las rectas a—b y c—b, por taci: a p pando di 
ejemplo (nos bastan dos), y apli- 

cando lo expuesto en relación con la figura 63, obtendremos así las 
trazas t, y t. 

De esta súerte hallamos el lugar geométrico de los puntos del 
plano representado de cota cero; es decir, su traza con el plano m, que 
pasará por la t, de la recta a—c, como comprobación. 

Al unir todos los puntos de misma cota, por ejemplo, los de cota 
(+ 1), de las tres rectas que forman el plano, los de cota (+ 2), etc., 
lograremos una serie de horizontales de dicho plano, y la línea de máxima 
pendiente, MP, será aquella situada en él, cuyo intervalo sea mínimo; 
es decir, aquella recta que se proyecta perpendicular a la traza T del 
plano en cuestión, y que es conveniente señalar siempre mediante una 
dobla línea para distinguirla de una recta cualquiera. 
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Alfabeto del plano. El plano puede ocupar tres posiciones relativas 


al plano de proyección r: 


1.2 Ser cualquiera, como acabamos de ver. 
2.0 Figura 70. El plano P es paralelo al plano m de proyección 


a(+ h,). 


lar al plano 
mw de proyec- 
ción, y en- 


Fi ” nisbi tonces su li- 
ig. 70.—Sistema aco : Plano 
paralelo al de representación. "ea de má- 


xima pen- 
diente MP es una recta de punto, re- 
presentada por un solo punto mp, y se 
necesita conocer la traza T del plano 
para que quede debidamente represen- 
tado. 


Problema 1.2 (Fig. 72.) Situar un 
punto sobre una recta. 

Dada una recta mediante sus pun- 
tos a (+ h,) y b (+ h), no solamente 
es preciso que la proyección p del 
punto se halle sobre la recta a—b, 


y entonces quedará representado por uno 
solo de sus puntos A de' cota conocida: 


3.2 Figura 71. El plano es perpendicu- 


Fig. 71. — Sistema acotado: Plano per- 
pendicular al de representación o pro- 
yectante. 


sino que su cota no puede ser más que aquella que resulta de dividir 
la diferencia de cotas de los puntos A y B 
P(L proporcionalmente a los segmentos a—p 


bía) y p—b, hallán- 

dose de esa for- 

9/Pa) ma la cota (h,) 

que le haya de 
un punto sobre una recta dada. corresponder. 


Problema 2.9 (Fig. 73.) Situar un punto 


Fig. 72, — Sistema acotado: Situar 


sobre un plano. 


Tal plano viene representado por su línea 


de máxima pendiente MP, cuyas cotas extre- Fig. 73. — Sistema acotado: 


mas son (+ 2) y (+ 7). El punto p puede ser plano dado 


Situar un punto sobre un 


un punto cualquiera del plano de representa- 

ción. La horizontal S que pasa por p será, como ya hemos visto en la 
figura 69, perpendicular a la línea de máxima pendiente, y ésta habrá 
de tener como altura en este caso (+ 4,40), que es la cota única que 
ha de tener el punto P para estar situado en el plano en cuestión. 
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Problema 3.2 Figura 74. Situar una recta sobre un plano. 

Sea dado un plano por su línea de máxima pendiente MP de 
cotas (0) y (+ 5). 

Para que una recta r se halle situada en dicho plano, se precisará 
conocer las cotas de dos de sus puntos sobre él, repitiendo el problema 
anterior, habiendo utilizado en este caso la horizontal de altura (o) 
(la traza T) y la horizontal s de altura (+ 5). 


Fig. 75. — Sistema acotado: Analizar si 
dos rectas se cortan. 


Problema 4. (Fig.75.) Averiguar 
A Sara si dos rectas se cortan o se cruzan. 
recta sobre un plano dado. Sean dos rectas r y q, de las que 
se tienen dos puntos en cada una 
de ellas. Si las dos rectas se cortan, determinan un plano, y las horizon- 
tales de este plano habrán de ser paralelas. Por tanto, vamos a unir 
dos a dos, puntos de la misma cota situada en ambas rectas, por ejem- 
plo, la horizontal S, y la S, las 
cuales, como apreciamos en este 
caso, al no ser paralelas nos indi- Z 
can que las dos rectas no determi- lá 
nan un mismo plano, y entonces 
el punto en que se cortan las pro- 
yecciones r y q tendrán distinta E 
cota, que apreciaremos al hallar- Ao EG, 
las separadamente en cada una de E 
las rectas en cuestión. 
Así, por ejemplo, el punto p,, 
que representa estar situada sobre 
la recta r, tendrá por cota (+ 1,2), Fig. 76. — Sistema acotado: Situar sobre un 


3 lano dado una recta de pendiente determi- 
y P, tendrá como cota (+ 2,7). si nada. i 


Problema 5.° (Fig. 76.) Situar una recta de pendiente determinada 
sobre un plano dado. 
Sea dado el plano por su línea de máxima pendiente MP de cotas 
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(+ 2) y (+ 8), y sea asimismo a el ángulo de la pendiente de la recta 
que se trata de situar. 

Empezaremos por hallar el intervalo i correspondiente a la recta en 
cuestión, construyendo un triángulo rectángulo de cateto 1 y cuyo 
ángulo opuesto sea a. 

Trazadas dos horizontales cualesquiera s, y są del plano en cuestión, 
a partir del punto O en que s, corta a la línea de máxima pendiente, 
trazaremos un arco de círculo de radio igual a i, que cortará a la hori- 
zontal s, en un punto a, que unido con O nos dará la posición de la 
recta pedida; por tanto, toda paralela a ella que tenga un punto común 
con el plano, será solución del problema. 

Existe otra solución simétrica de la anterior, utilizando la horizon- 
tal s, que nos da el 
punto b y viene dada 
por b— 0O. 

El problema tendrá 
solución cuando el in- 
tervalo i de la recta sea 
igual o mayor que el de 
la línea de máxima pen- 
diente MP. 


Problema 6. (Fig. 77.) 
Hacer pasar un plano de 
pendiente dada a por una 
recta R. 


Fig. 77. — Sistema acotado: Hacer pasar por una recta 
Empezaremos por de- dada un plano de pendiente conocida. 


terminar como en el caso 

anterior, el intervalo i de la línea de máxima pendiente del plano. 
Elegido un punto de la recta: O de cota (+ 4), por ejemplo, traza- 

remos un arco de círculo de radio igual a i, y desde el punto m de la 

recta de cota (+ 4—1) = (+ 3), por ejemplo, trazaremos la tangen- 


te s = m—n a este círculo, con lo cual tendremos una horizontal del 
plano pedido y, por tanto, su línea de máxima pendiente MP, perpen- 
dicular a dicha horizontal s. 

Existirá otra solucción si, como en el caso presente, se pueden 
trazar dos tangentes desde m a la circunferencia de centro O y radio i. 

Si m es un punto de dicho círculo sólo existirá una solución, siendo 
entonces la recta dada r, la línea de máxima pendiente solución. 

Cuando m sea interior al círculo no habrá solución, pues ello indi- 
cará que la pendiente del plano habría de ser menor que la de la 
recta dada. 
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CAPITULO IV 


SISTEMA DIÉDRICO 


Representación y alfabeto del punto, de la recta y del plano. 


Ya hemos visto (fig. 42.) que este sistema está integrado por dos 
planos ortogonales, uno horizontal H, otro vertical V, los que se hacen 
coincidir con el del dibujo, 
después de haber obtenido las 
proyecciones ortogonales res- 
pectivas de la figura del es- 
pacio. 

Estos planos dividen al es- 
pacio en cuatro regiones lla- 
madas cuadrantes, que se 
denominan I, II, III y IV 
cuadrantes. Generalmente se 
supone colocado el observa- 
dor en el >æ anterior al primer 
cuadrante, considerándose vis- 
tos los puntos situados en él. 

Como ya sabemos repre- 
sentar un punto cualquiera, 
Fig. 78. — Sistema diédrico: Punto del I cuadrante. vamos a estudiar ahora el 


Alfabeto del punto. Punto del I cuadrante. Pp 

(Fig. 78.) Supongamos se trata de un punto P 

cualquiera del l cuadrante; después de efectuada __ | "n 
la coincidencia de V con H como queda indicado 

en la figura de referencia, se obtiene en el plano 

del dibujo (fig. 79), la representación del punto $ P 

en cuestión: p—p”, correspondiente al mencio- 

nado punto del espacio P situado en el I cua- Fig. 79-—Sistema diédri- 


co: Representación de un 
drante. punto del I cuadrante. 
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La particularidad de esta posición común a todos los puntos situa- 
dos en dicho 1 cuadrante es que su proyección horizontal se halla 
siempre situada por debajo de la línea de tierra, y que su proyección 
vertical está por encima de ella, entendiéndose por debajo el que la 
proyección horizontal se encuentra en el mismo lado que los trazos con 
que se subraya siempre la línea de tierra, diciéndose que la proyección 
vertical está por encima de ella cuando está situada tal y como se re- 
presenta en la figura citada, al otro lado de dichos trazos. 


Pp” 
P 


— 


Fig. 81.—Sistema diédri- 
Fig. 80. — Sistema diédrico: Punto del 11 cua- co: Representación de un 
drante. punto del II cuadrante. 


Punto del II cuadrante. Figuras 80 y 81. Con los mismos elemen- 
tos constitutivos del sistema diédrico especificado en relación con la 
figura anterior, vemos que el punto del II cuadrante P tiene sus pro- 
yecciones p'—p situadas de tal manera que ambas se encuentran por 
encima de la línea de tierra, considerándose este punto oculto en lo que 
se refiere a lo ya estipulado en relación con las partes vistas y ocultas 
enunciadas, apareciendo la representación de dicho punto en la figu- 
ra 81, pudiendo estar la proyección horizontal p más alejada de la línea 
de tierra que la proyección vertical, o viceversa. 

La condición, por ello, para que un punto representado en 
este sistema se halle en el II cuadrante, es que sus dos proyecciones 
se encuentran ambas a distinto lado que los trazos de la línea de 
tierra. 
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Punto del III cuadrante. Figuras 82 y 83. El punto P se pro- 
yecta ahora en la forma que se aprecia en la figura, viniendo a resultar 
su representación con sus 
dos proyecciones cambia- 
das, si las comparamos 
con el punto del I cua- 
drante, estando la pro- 
yección horizontal p por 
encima de la línea de 
tierra, y la proyección 


P 


m. 
k RENA Fig. 83. — Sistema diédri- 
Fig. 82. — Sistema diédrico: Punto del III cua- co: Representación de un 
drante. punto del III cuadrante. 


vertical p' por debajo de ella, circunstancia que podíamos haber pre- 
visto al darnos cuenta de que todo lo que sucede en el 111 cuadrante es 
inverso de lo que acon- 
tece en el I. 

El punto del 111 cua- 
drante p—p' será tam- 
bién punto oculto. 


Punto del IV cua- 
drante. (Figs. 84 y 85.) 
El punto P ahora se 
proyecta en p—p”';, es 


iz 


Fig. rs — Sistema diédri- 
es sl isdrico: Pl Verid co: Representación de un 
Hg $4. — Str dibinicos ¿Purto 08 14 roo punto del IV cuadrante. 


decir, hallándose las dos proyecciones p y p' ambas por debajo de la 
línea de tierra, lo cual es también lo contrario de lo que sucede con el 
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punto del 11 cuadrante, pudiendo asimismo suceder que la posición 
relativa de p y de p' con respecto a la línea de tierra sea cualquiera, 
con tal de que efectivamente estén ambas en el mismo lado de los trazos 
de la línea de tierra. 


Además de estas cuatro existen otras posiciones del punto con res- 
pecto a este sistema, que aparecen en las figuras 86 y 87, donde además 
de los planos de proyección H y V, figuran los bisectores B, y B., que 
llamaremos bisector 1.0 y bisec- 
tor 2.0, por serlo de los cuadran- 
tes I—III y II—IV, respectiva- 
mente. Entonces, las distintas po- 
siciones que puede ocupar un 
punto, además de las generales ya 


PEG 
ab” a Za 


Fig. 86. — Sistema diédrico: Diversas posi- n ' ió ye 
ciones del punto con relación a los planos de Fig. 87. — Sistema diédrico: Representación 
proyección y a sus bisectores. de los puntos de la figura anterior. 


vistas en las figuras anteriores, son las que aparecen en esta figura con 
respecto de los planos de proyección y de sus bisectores; es decir, que 
los puntos señalados en la figura 86, A— B—C—D—E—F-—G—K—L, 
se hallan debidamente representados en el plano del dibujo, según in- 
dica la figura 87. 

En ellas se aprecian las siguientes particularidades: 

Punto a—a', correspondiente a A de la figura 86. 

Es un punto del plano horizontal H cuya proyección vertical a’ se 
halla en la línea de tierra, pues como sabemos su altura es cero; es decir, 
que el segmento comprendido entre la proyección vertical a” y la línea 
de tierra se hace nulo. (Véase fig. 78.) 

El punto E—e—<e” también es del plano horizontal H; pero resulta 
oculto por hallarse detrás del plano vertical V. 

Como resumen, diremos que todo punto cuya proyección vertical se 
halla en la línea de tierra, corresponde a un punto del espacio coincidente 
con el plano horizontal de proyección. 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


Pasemos ahora al punto B--—b—b'”, situado en el primer plano 
bisector B,. 

El tal punto, por estar en el I cuadrante, ha de hallarse de tal 
forma que sus proyecciones se encuentren en la misma posición rela- 
tiva que las correspondientes al punto p—p*' señalado en las figuras 78 
y 79; es decir, que su proyección horizontal se encuentra por debajo 
de la línea de tierra, y su proyección vertical por encima, con la par- 
ticularidad de que las distancias de ambas proyecciones a la línea de 
tierra son iguales. 

En la misma situación se halla el punto f—S' del mismo plano bisec- 
tor B,; pero que, por hallarse en el 111 cuadrante, está en posición 
inversa que la del b—b”, siendo no obstante iguales las distancias de 
sus proyecciones a la línea de tierra. Téngase presente las figuras 82 
y 83, que representan, en general, un punto del 111 cuadrante. 

C—c—<”, situado en el plano vertical, tiene por proyección hori- 
zontal c, un punto de la línea de tierra, por una consideración análoga 
a la hecha en relación con el punto a—a”; es decir, que sabiendo que el 
segmento que separa la proyección horizontal de la línea de tierra nos 
mide su distancia al plano vertical, en el caso presente se hace nulo 
y hace que c se halle sobre la línea de tierra. 

En la misma situación se halla el punto G—g—-g”, en que se observa 
que g está también en la línea de tierra, no obstante hallarse el punto 
entre los 111 y IV cuadrantes, por lo cual goza de ambas propiedades; 
es decir, que su proyección vertical g' se encuentra por debajo de la 
línea de tierra; podemos concretar el que: para que un punto esté situado 
en el plano vertical, basta observar la posición de su proyección horizon- 
tal, la cual ha de hallarse situada sobre la línea de tierra. 

El punto D—d—4' es un punto del segundo plano bisector, que por 
hallarse en el 11 cuadrante (véanse figs. 80 y 81) ha de tener sus dos 
proyecciones por encima de la línea de tierra; pero coincidiendo la cir- 
cunstancia de hallarse en el plano bisector, sus distancias al plano ver- 
tical V y al plano horizontal H son las mismas, por lo que al efec- 
tuar la coincidencia del plano vertical con el plano horizontal las dos 
proyecciones quedan confundidas tal y como viene representado en la 
figura 87. 

Lo mismo sucede con relación al punto k-k', que tiene la doble 
particularidad de hallarse en el plano bisector 2.%, de un lado, y de 
otro, el que al estar situado en el IV cuadrante tiene sus proyecciones 
confundidas y por debajo de la línea de tierra. Podemos, por tanto, 
establecer como regla el que: para que un punto del espacio esté situado 
en el segundo plano bisector, será condición precisa el que sus proyeccio- 
nes diédricas estén confundidas, hállese este punto en el II o en el IV 
cuadrante. 

Finalmente, si un punto l—/' estuviere situado sobre la línea de 
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tierra, lógicamente sus proyecciones quedarán confundidas también en 
la línea de tierra, puesto que este punto goza de las propiedades de todos 
los anteriores. 


Resumiendo: Todas las posiciones posibles del punto con relación la 
los planos de proyección y a sus bisectores, son: cuatro generales, una en 
cada cuadrante (figs. 78, 80, 82 y 84) y nueve particulares, que vienen 
representadas en la figura 86; en total, 13 posiciones distintas de un 
punto, con lo cual queda completado su alfabeto en este sistema. 


Fig. 88. — Sistema diédrico: La recta y sus trazas. 


Representación de la recta. Figura 88. Hemos visto que la recta 
está representada mediante dos de sus puntos (fig. 38) y, por consi- 
guiente, será una recta para cada una de sus proyecciones. 

La recta R tendrá por proyecciones: r horizontal y r’ vertical, que 
serán las trazas de sus planos proyectantes con los de proyección, 
teniendo lugar la, al parecer, paradoja, de que el plano proyectante 
horizontal R—r es vertical, por ser perpendicular al plano horizontal. 
Esta denominación se debe al hecho de que el proyectante horizontal 
origina la proyección horizontal r de la recta. 

Lo propio sucede con el plano proyectante vertical, que no es hori- 
zontal, sino perpendicular al plano vertical de proyección (señalado en 
la figura por las rectas R—r”), y que produce la proyección vertical r' 
de la recta. 

Existen, sin embargo, varios puntos notables de esta recta, que con 
más frecuencia vamos a utilizar: son sus trazas con los planos de pro- 
yección; es decir, la traza horizontal h—h' y la traza vertical v—v’. 
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Estos puntos se hallan situados, como su nombre lo indica, en los planos 
de proyección, y vamos a ver de lograrlos en el sistema de representa- 
ción cuando conozcamos la recta dada por sus proyecciones. 

Figura 89. Sea la recta r—r' representada por dos rectas cuales- 
quiera. 

La forma de conseguir la traza horizontal es bien sencilla si tenemos 
en cuenta la particularidad de que ha de ser el punto de la recta situado 
en el plano horizontal; es decir, el punto que se halla en las mismas 
circunstancias que los a—a' o e—e' de la figura 87; o, dicho de otro 
modo, el punto de la recta de altura cero. Las alturas de los puntos hemos 
visto se miden por las distancias que separan su proyección vertical de 
la línea de tierra, por lo cual, el punto de altura cero será el que nos 
determine la intersección de la proyección vertical r' con la línea de 
tierra, es decir, h’, que se refiere a la proyección horizontal r, dándonos 
lugar a su proyección horizontal h. 

Por consideraciones análogas con- 
seguiremos el punto de distancia 
cero al plano vertical; es decir, el 
punto de encuentro de r con la línea 
de tierra, o sea v, el cual se referirá 
en v’ sobre r’. 

Además de estos dos puntos que 
van a desempeñar un papel impor- 
tantísimo cuando manejemos la recta 
en este sistema, existen otros dos 
puntos que también tienen alguna 
importancia, y son los puntos b,—b', 
y b.—b”,, trazas de la recta en cues- Fig. 89. — Sistema diédrico: Representa- 
tión con los planos bisectores 1.0 ción de la recta. 

y 2.0, respectivamente. 

La forma de conseguir estos puntos es también muy sencilla, pues 
basta recordar las propiedades que tienen y que quedan de manifiesto 
en la figura 87 (puntos b—b' y d—d’ o f—f' y k—k'). Siendo el punto 
del primer plano bisector aquel cuyas proyecciones equidistan de la 
línea de tierra, y que además se hallan sobre las proyecciones homó- 
nimas de la recta r—r', bastará trazar por h' una recta que forme el 
mismo ángulo a que forma r' con la línea de tierra, lo que dará lugar 
al punto pedido b,—b',. Téngase en cuenta que también pudiéramos 
haber trazado desde v una recta que formara el ángulo f con la línea 
de tierra igual al que forma r con la misma, pues sólo se trata de resol- 
ver un problema de carácter gráfico, sin que tenga, de momento, rela- 
ción alguna con el espacio. 

En cuanto al punto b,—b”,, traza de la recta con el plano bisec- 
tor 2.9, por haber de tener éste sus proyecciones confundidas, bastará 
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determinarlas como punto de intersección de las dos proyecciones de 
la recta. 

Obsérvese que las dos series b,—h—b,—w y D”,—h'—b'—v' son 
armónicas. 

Determinación de las partes vista y oculta de una recta cualquiera. 
(Fig. 90.) 

Sea una recta cualquiera r—r”. 

Bastará observar la posición relativa de la recta con respecto a los 
cuadrantes, teniendo presente que una recta podrá, como máximo, en 
su extensión infinita, tener regiones comunes con tres cuadrantes, con- 
siderando únicamente como parte vista aquella que está en el I cua- 
drante, y ocultas las demás. 

Esto nos indica ya el procedimiento a seguir para representar con- 
venientemente la recta, que deberá ser de trazo lleno en su parte vista 

del I cuadrante, y de trazo dis- 
continuo en los demás. 

0 cal e Para ello, y como los puntos 
que nos indican los pasos de un 
cuadrante a otro son las trazas de 
una recta, o sea sus puntos comu- 
nes con los planos de proyección, 
bastará hallar las trazas de la mis- 
ma y analizar la posición de los 
puntos de los distintos segmentos 
PIES GO: — SIA ER Pit ta y WE de tal forma vienen separados. 

ocultas de una recta. Así, por ejemplo, empezaremos 
por la parte izquierda de la recta, 
que desde el infinito llega hasta su traza vertical v—v': 

Todos los puntos de la recta están en una situación análoga a la 
correspondiente a las figuras 78 y 79; es decir, que son puntos del I cua- 
drante por estar su proyección horizontal por debajo de la línea de 
tierra, y su proyección verticai por encima de ella. 

El segmento comprendido entre la traza vertical v—u” y la horizon- 
tal h—h' está caracterizado porque todos sus puntos se hallan en la 
misma situación que los representados en las figuras 80 y 81; es decir, 
que son del II cuadrante por hallarse situadas sus dos proyecciones 
por encima de la línea de tierra. Este segmento será, por tanto, 
oculto. 

Finalmente, el segmento comprendido entre la traza horizontal h—h' 
y el infinito, tiene todos sus puntos en la misma posición relativa que 
los correspondientes a las figuras 82 y 83; es decir, del 111 cuadrante. 
También este segmento se representará oculto. 

Nunca sucederá que un segmento aislado de recta sea representado 
visto en una proyección y oculto en la otra, o viceversa. 
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Cualquiera que sea la recta, este es el proceso general a seguir para 
delimitar sus partes vistas y ocultas. 


Alfabeto de la recta. Llámase alfabeto de la recta a la representación 
de las posiciones relativas de la recta 
con respecto a los planos de proyec- 
ción. 


Recta situada en un plano de pro- 
yección. (Fig. 91.) La recta r'—r 


Fig. 91. — Sistema diédrico: Rectas 
situadas en los planos de proyección. 


está situada en el plano verti- 
cal, y por tanto, dada la par- 
ticularidad de todos sus puntos 
de tenerse que proyectar sobre 
la línea de tierra (fig. 87, pun- 
to c—c'), su proyección horizon- 
tal r se confunde con ella en su 
totalidad. Fig. 92. — Sistema diédrico: Recta horizontal. 
De la misma forma, la rec- 

ta S situada en el plano horizontal tiene su proyección vertical s’ 
confundida con la línea de tierra. 


A n - _, Recta horizontal. (Fig. 92.) 
Mo AE La recta R, paralela al plano horizontal, 
sn tiene como particularidad el que todos sus 
AUS puntos se hallan a la misma altura, con lo 
cual queda indicado la forma en que se ha 
de conseguir su proyección vertical r’: para- 
lela a la línea de tierra, pudiendo ser su pro- 
yección horizontal r cualquiera; tal es el caso 
de la figura 93, donde viene representada esta 

Fig. 93. — Sistema diédrico: horizontal: r—r/. 

A A Se observa que la traza horizontal es el punto 
impropio de esta recta, puesto que ya hemos 
visto que h’ es siempre el punto de encuentro de r’ con la línea de tierra. 
En cuanto a la traza vertical v—u”, la obtendremos del mismo modo 
que en casos anteriores; es decir, hallando v, común a la proyección 


y) 


r 
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horizontal r y a la línea de tierra, por ser el punto de alejamiento nulo 
al plano vertical, y refiriendo luego v’ sobre r’. 

El punto del segundo plano bisector b,—b”, es asimismo el punto 
doble; es decir, de encuentro de 
las dos proyecciones, y el punto 
del primer plano bisector será 
el b,—b'”,, que se hallará to- 
mando b,—u = b,—ou, por ser v 
conjugado armónico del punto 
impropio con respecto a b, y b:; 
es decir, punto medio del seg- 
mento b,—b,, sucediendo lo mis- 
mo con v’ respecto de b', y b’. 


Recta vertical o frontal. (Figu- 
ra 94.) 

La recta F se denomina fron- 

Fig. 94. — Sistema diédrico: Recta vertical tal o vertical por ser paralela al 

o frontal. plano vertical de proyección, 

advirtiendo que tal denomina- 

ción no implica el que la recta sea efectivamente vertical, sino paralela 

al plano vertical de proyección. 

Esta recta carece, como es lógico, de traza vertical; o mejor dicho, 
su traza 
vertical es 
su punto 
impropio, 
pues su 
i = caracte- 

I rística es 
e 
“DD h £ que todos 

suspuntos 


Fig. 95. — Sistema diédrico: 
Representación de una vertical se hallen 


o frontal. a la mis- 

ma distan- 

cia de dicho plano vertical de pro- 
yección. 


A ; a la linea de tierra. 
esta recta f—f' en el sistema de pro- 
yección, y se pueden hacer extensivas las mismas observaciones que las 
hechas con relación a la recta horizontal, si bien invirtiendo los términos. 


Recta palalela a la linea de tierra. (Fig. 96.) La recta R, por ser 
paralela a la línea de tierra, goza de las propiedades comunes a la hori- 
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zontal y a la frontal; es decir, se trata de una recta cuyos puntos están 
todos igualmente alejados del plano horizontal y del plano vertical, 
o lo que es lo mismo, de la línea de tierra, motivo por el cual carecerá 
de trazas sobre dichos planos, siendo su repre- 
sentación la que aparece en la figura 97; sus 
proyecciones r—r' son paralelas a la línea de 


r 


q" 


 _ a —_ —m——— tierra. 


Recta de punta. (Fig. 98.) Se llama recta de 

r punta a aquella que es perpendicular a un plano 

Fig. 27. — Sistema diédri- de proyección; o dicho de otro modo, a la que 
co: Representación de una sigue la dirección proyectante. 

diii rooie y. "a on Como estas direcciones son dos, también exis- 

ten dos posiciones de la recta de punta: la R, 

perpendicular al plano horizontal H, y la recta S, perpendicular al 

plano vertical V. 

Fácilmente se comprende que todos los puntos de la recta R tienen 

la misma proyección horizontal r; es decir, que esta recta se proyecta 

horizontalmente según un punto, lo cual viene así dibujado en la 


Fig. 99. — Sistema diédrico: 
P z PER Representación de las rectas 
Fig. 98. — Sistema diédrico: Rectas de punta. de punta. 


figura 99, observándose, además, que la proyección vertical r' de esta 


recta es perpendicular a la línea de tierra. 
Lo mismo diremos, aunque inversamente, de la recta S, cuya proyec- 
ción vertical es un punto s’, y su proyección horizontal s, perpendicular 


a la línea de tierra. 
Téngase presente que la recta R es un caso particular de la frontal 


o vertical, siéndolo estrictamente en este sentido. También la recta S 
es un caso particular de la horizontal. 
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Recta que pasa por la línea de tierra. (Figs. 100 y 101.) 

Esta recta, al pasar por la línea de tierra, da lugar a que sus planos 
proyectantes pasen también por el punto común a la línea de tierra, 
motivo por el cual sus pro- 
yecciones r y r' han de pasar 
por el mismo punto de la 


Fig. 101. — Sistema diédrico: 
Fig. 100. — Sistema diédrico: Recta que corta a Representación de una recta que 
la línea de tierra. corta a la línea de tierra. 


misma para que corresponda su representación a la recta del espacio. 
Este punto representa las dos trazas de la recta confundidas. (Véase 
el punto L de las figs. 86 y 87.) 


Fig. 102. — Sistema diédrico: Recta de perfil y plano vertical segundo. 


Recta de perfil. (Fig. 102.) 
Esta recta R está situada de tal manera que sus dos planos proyec- 
tantes se hallan confundidos, resultando así indeterminada al no co- 
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nocer más que sus proyecciones (fig. 103), por ser ambas perpendicu- 
lares a la línea de tierra y venir, por tanto, confundidas: r—r”. 

Esto, al parecer, podría indicarnos el que la recta tuviera sus pro- 
yecciones confundidas; es decir, que fuera una recta del segundo plano 
bisector, y esto motiva el que se tenga que definir la recta de perfil 


i 
3 
H Y 
7 


Fig. 103. — Sistema diédrico: Representación de 
la recta de perfil con su proyección vertical 
se 


mediante las proyecciones de dos cualesquiera de sus puntos, tales 
como A y B, mediante sus proyecciones a—a' y b—b'. Para determi- 
nar con sencillez las trazas de una recta de perfil recurriremos a la 
llamada proyección vertical segunda, que va a consistir en utilizar un 
plano auxiliar de proyección V” que sea perpendicular a la línea de 
tierra, haciendo después su coincidencia con el plano horizontal de pro- 
yección H, es decir, con el plano del dibujo, en la misma forma que 
se hizo con el plano vertical de proyección V. De la sola inspección 
de ambas figuras se desprende la forma de conseguir los puntos, 
trazas h—h' y v—v’, después del cono- 


cimiento de los h” y v”. rr 
S 
Recta del segundo plano bisector. B-r” 
(Fig. 104.) R a 
Es una recta cualquiera cuyas pro- aE 
yecciones r—r' se confunden por ser A” 
dobles todos los puntos que contiene. as 


Las trazas de esta recta se hallan Fig. 104. — Sistema diédrico: Repre- 
z $ sentación de una recta del segundo 
en un solo punto de la línea de tierra. plano bisector. 
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Esta recta es un caso particular del que se representa en las figu- 
ras 100 y 101, y es totalmente oculta por serlo todos los puntos del 
segundo plano bisector. 


Recta del primer plano bisector. (Fig. 105.) 

Es una recta que pasa por la línea de tierra, formando sus proyec- 
ciones r—r' el mismo ángulo a con la línea de tierra, lo cual está 
motivado porque todos sus puntos han de tener sus proyecciones equi- 
distantes de la línea de tierra; es decir, que ésta es el eje de simetría 
de las dos proyecciones. 

Como el primer plano bisector lo es del 1 y III cuadrantes, una 
parte de la recta será vista y la otra oculta a partir de la línea de tierra, 
por corresponder a puntos situados en el III cuadrante. 


Po 


q” h 
Le” 
Fig. 105.—Sistema diédrico: Repre- Fig. 106. — Sistema diédrico: Representación 
sentación de una recta del primer de una recta paralela al segundo plano 
plano bisector. bisector. 


Recta paralela al segundo plano bisector. (Fig. 106.) 

Esta recta ha de tener su traza con el plano bisector segundo, es 
decir, el punto b.—b”, impropio, y como este punto ya hemos visto se 
halla en la intersección de las dos proyecciones, éstas necesariamente 
habrán de ser paralelas, pudiendo tener esta recta r—r' una parte vista 
y dos ocultas, tal como viene repre- 
sentado en la figura de referencia. 

En la parte vista se halla su 
traza b,—b', con el primer plano 
bisector, punto medio del segmen- 
to h—u — h'—u”. 


Recta paralela al primer plano 
bisector. (Fig. 107.) 

Si la proyección vertical de esta 
recta, por ejemplo, forma el ángu- 
lo a con la línea de tierra, y repitié- 


Fig. 107. — Sistema diédrico: Representación 
de una recta paralela al primer plano bisector. 
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ramos la operación que aparece al hablar de la figura 89 para la deter- 
minación de su traza b,—b'”, con el primer plano bisector, veremos que 


Fig. 108. — Sistema diédrico: Plano determinado por 


tres puntos. 


al trazar por h' la recta a 
simétrica de r' con res- 
pecto a la línea de tierra, 
ésta debe cortar a r en el 
punto impropio, por lo 
que r habrá de formar el 
mismo ángulo a que r' 
con la línea de tierra, para 
que se cumpla la condición 
exigida. 


Representación del plano. 
(Fig. 108.) 

Sabemos que el plano 
está determinado por tres 
puntos: Sean estos puntos 
A—B-——C; por consiguien- 


te, si en el plano del dibujo (fig. 109) tenemos tres puntos representa- 
dos a—-a', b—b', c—<c', éstos nos individualizarán la posición de un pla- 


no que queda por ello sólo 
representado. Sin embargo, 
en vista de las ulteriores 
aplicaciones, el plano habrá 
de manejarse, y ello nos 
será engorroso al tener que 
operar con tales tres pun- 
tos, motivo por el cual re- 
curriremos a representar el 
mismo plano mediante dos 
rectas que contenga, y el 
par de rectas que más ven- 
tajas nos ofrece es el que 
está constituído por las 
trazas de este plano, es 
decir, por la recta P—P' 
situada en el plano hori- 
zontal de proyección H, y 
por la recta P”,—P, situa- 
da en el plano vertical de 
proyección V. 


Fig. 109. — Sistema diédrico: Representación de un 
plano determinado por tres puntos. 


Veamos cómo se puede conseguir sobre el plano del dibujo (fig. 109) 
la determinación de este par de rectas P—P" y P,—P',, con el conoci- 
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miento de los tres puntos A— B—C que definen el plano en 
cuestión. 

Es indudable que la traza de un plano con otro es el lugar geomé- 
trico de las trazas de todas las rectas que contiene, y esto nos indica 
ya la forma de conseguir dichas trazas. 

Por ejemplo: elegida la recta a—b, a'—b”, hallaremos sus trazas 
u—u' y h—h' en la forma sabida. 

Seguidamente elegiremos otra recta, por ejemplo, b—c, b'—c”, y 
también hallaremos sus trazas v,—v”, y h,—h!,. 

La unión de las proyecciones homónimas de estas trazas de las dos 
rectas nos darán las trazas del plano; es decir, que P estará determi- 
nada por h—h, y P’ por h'—h', = línea de tierra; y v'—y”, formarán 
P’, hallándose P, = v—v' = línea de tierra. En resumen: el plano 
vendrá representado por dos 
rectas cualesquiera P—P”,, 
con la única condición de que 
se corten en el mismo punto 
de la línea de tierra, hallán- 
dose sus proyecciones contra- 
rias P’ y P, sobre ella. 

Como comprobación, las 
trazas h,—h', y vu,—vu', ha- 
brán de hallarse sobre las tra- 
zas homónimas del plano. 


Nota: Es una coincidencia fortuita 
el que v, coincida con A”, en la línea 
de tierra. 


Plano determinado por dos 
rectas que se cortan. (Fig. 110.) 


La condición necesaria 
para que se corten dos rectas 
Fig. 110. — Sistema diédrico: Representación de un Cualesquiera, representadas en 

plano determinado por dos rectas que se cortan, el sistema diédrico r—r' y 

s—s', es que las dos proyec- 
ciones homónimas se corten en puntos a—a', proyecciones de un punto 
del espacio. Cumplida esta condición, bastará determinar las trazas 
del plano en la misma forma que lo hemos hecho en el caso de la 
figura 109, es decir: P, que es la h—h,, y P’, que es la recta v/—v”,, 
las cuales, como comprobación, se cortarán en el mismo punto de la 
línea de tierra b—-b”. 

Como siempre ha de suceder que P’ y P, se hallen en la línea de 
tierra, se podrán omitir estas dos letras y representar el plano única- 
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mente mediante las rectas P y P’, trazas horizontal y vertical, res- 
pectivamente, anotándose en esta forma a fin de evitar confusiones 
ulteriores, en vez de: plano 
P—P!. 


Plano determinado por 
una recta y un punto. (Fi- 
gura 111.) 

Sean la recta r—r' y el 
punto a—a”, que determi- 
nan un plano cuyas trazas 
vamos a conseguir, 

Por de pronto, las trazas 
del plano habrán de pasar 
por las de la recta r—r', 
es decir, por h y vu”, respec- 
tivamente. 

Elegido un punto cual- 
quiera b—b' de la recta 
r—r', lo uniremos con el 
dado a—a', y así tendre- 
mos otra recta s—s' que por hallarse situada en el plano cuyas trazas 
buscamos (dos puntos comunes con él) nos reducirá el caso al repre- 
sentado en la figura 110; lograremos los puntos h, y v”,, que nos sitúan 
las trazas P y P’, del plano en cuestión. 


Fig. 111. — Sistema diédrico: 
Representación de un plano deter- 
minado por una recta y un punto. 


Fig. 113.— Sistema 
diédrico: Represen- 
tación de las hori- 


Fig. 112. — Sistema diédrico: Hori- Ao poned 
zontales de un p A 


zontal del plano. 


Horizontal del plano. (Figs. 112 y 113.) Por desempeñar un papel 
importante en el manejo del plano, hago mención de la horizontal del 
plano; es decir, de una de sus rectas, tal que r—r”, la cual, hallándose 
situada en el plano, se mantiene a una altura constante sobre el hori- 
zontal de proyección. (Véanse figs. 92 y 93.) 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


Basta tener presente la característica de esta horizontal para ver 
que r' ha de ser paralela a la línea de tierra, y que r ha de resultar para- 
lela a la traza horizontal P del plano, y que su posición exacta se logra 
sabiendo además que su traza vertical v—v' ha de ser un punto de la 
traza vertical del plano P”,; por tanto (fig. 113), trazada la proyección 
vertical r’, se hallará el punto v’, que se referirá a la línea de tierra v 
(por ser un punto del plano vertical), y desde él trazaremos r, para- 
lela a P. 

Así, pues, podemos considerar al plano P—P”, como un haz de rectas 
horizontales, obtenidas en la forma antedicha. 


Fig. 114. — Sistema diédrico: Vertical 
o frontal del plano. 


Frontal o vertical del pla- 
no. (Figs. 114 y 115.) 

Por consideraciones aná- 
logas haremos intervenir la 
frontal o vertical del plano, 
que es la paralela al plano 
vertical de proyección V. 

Esta frontal F sabemos Fig. 115. — Sistema diédrico: Representación de las 

; verticales o frontales de un plano. 
ha de tener su traza vertical 
impropia. Por tanto, su pro- 
yección horizontal f ha de ser paralela a la línea de tierra, como queda 
expresado en las figuras 94 y 95. 

Por consiguiente, teniendo a la vista la figura 115, lograda la pro- 
yección horizontal f hallaremos su traza horizontal h—h' en la for- 
ma sabida, por ser un punto de P, y desde h' trazaremos la paralela 
a P’, 

También podemos considerar al plano como un haz de rectas, fron- 
tales o verticales, obtenidas en la forma indicada. 
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Alfabeto del 
plano. (Figu- 
ras 116 y 117.) 
Plano para- 
lelo al vertical = = 


de proyección. 
E ALO — 


pección de las 

è sa Fig. 117. — Sistema diédrico: 
figuras epi Fig. 116. — Sistema diédrico: Plano Representación de un plano para- 
dica que el pla- paralelo al vertical de proyección. lelo al vertical de proyección. 


no en cuestión 
carece de traza vertical, y que solamente tiene traza horizontal P, que 
por tal motivo ha de ser paralela a la línea de tierra. 
Si el plano paralelo al vertical lo fuere por detrás de él, es decir, 
atravesara los cuadrantes II y III, su traza horizontal también sería 
paralela a la línea de tierra; pero se re- 
presentaría oculta; es decir, de trazo 
discontinuo. 


B’ Plano hori- 
L_ m/s zontal.. (Figu. 

ras 118 y 119.) 
LD E 
como su nom- 


Fig. 119 — Sistema diédrico: indi 
Fig. 118.—Sistema diédrico: Plano Representación de un plano para- bre indica, al 
paralelo al horizontal de proyección. lelo al horizontal de proyección. Ser paralelo al 
horizontal de 


proyección H carecerá de traza sobre él, y, por tanto, solamente 
tendrá traza vertical P”,, paralela a la línea de tierra, que será vista 
si el plano horizontal tiene cota positiva, es decir, si atraviesa 
los cuadrantes 1 y Il, y será oculta cuan- 
do, por ser su cota negativa, atraviese los 
cuadrantes III 

y IV. 


Plano de 
canto. (Figuras 
120 y 121.) 

Este plano 
es perpendicu- 
lar al plano 
vertical y re- 


cibe también ; , Fig. 121. — Sistema diédrico: 
e Fig. 120.— Sistema diédrico: Plano Representación de un plano de 
el nombre de de canto o proyectante vertical. canto o proyectante vertical. 
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plano proyectante, por seguir la dirección proyectante vertical. 
Tiene la particularidad de que su traza horizontal ha de ser perpen- 
dicular a la línea de tierra, como se indica en la figura 121. 
Este plano, por ser proyectante, tiene una característica que utili- 
zaremos con frecuencia, y es la de que cualquier elemento contenido en 
él se proyecta verticalmente sobre su traza vertical P”,. 


PA 


is 


Fig. 123. — Sistema diédrico: 


Fig. 122. — Sistema diédrico: Plano Representación de un plano per- 
perpendicular al horizontal o pro- pendicular al horizontal o pro- 
yectante horizontal. yectante horizontal. 


Plano perpendicular al plano horizontal. (Figs. 122 y 123.) 

Por razones análogas a las expuestas en relación con la figura ante- 
rior, este plano está caracterizado porque su traza vertical P”, es per- 
pendicular a la línea de tierra, siendo cualquiera su traza horizontal. 
También tiene análoga propiedad que el plano de canto, de que todo 
lo que contiene es proyectado horizontalmente, según su traza hori- 
zontal P. 


Fig. 125. — Sistema diédrico: 
Representación de un plano de 
perfil. 


Fig. 124.— Sistema diédrico: 
Plano de perfil. 


Plano de perfil. (Figs. 124 y 125.) 
Este plano es perpendicular a la vez a los dos planos de proyección; 
es decir, que tiene la particularidad de que sus dos trazas vienen con- 
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fundidas y perpendiculares a la línea de tierra. Goza de las mismas 
ventajas que los planos correspondientes a las figuras anteriores 120 
y 122, proyectándose todo su contenido sobre sus trazas. 


Z A 
AAA. — KA 


Fig. 127. — Sistema diédrico: 
Fig. 126.— Sistema diédrico: Plano Representación de un plano para- 
paralelo a la línea de tierra. lelo a la línea de tierra. 


Plano paralelo a la línea de tierra. (Figs. 126 y 127.) Sabiendo 
que todo plano está representado por sus trazas y éstas tienen común 
el punto de la línea de tierra, al ser este plano paralelo a ella, dicho 
punto será impropio y, por tanto, sus trazas P—-P”, resultarán para- 
lelas a dicha línea de tierra. 


z 
g 


LR 


y 


Fig. 129. — Sistema diédrico: 
Fig. 128.—Sistema diédrico: Plano Representación de un plano que 
que pasa por la línea de tierra. pasa por la línea de tierra. 


Plano que pasa por la línea de tierra. (Figs. 128 y 129.) Al estar 
confundidas las trazas P—-P', en la línea de tierra, queda indetermi- 
nada la posición del plano, si solamente representamos en el del dibujo 
las dos trazas P—-P”, en la línea de tierra, y será preciso recurrir a indi- 
vidualizar su posición mediante un punto contenido en él, como, por 
ejemplo, el a—a'. De esta forma el plano está determinado y se repre- 
senta con dos trazos, uno a cada lado de la proyectante correspondiente 
al punto a en cuestión. 
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Planos perpendiculares a los bisectores. (Figs. 130 y 131.) Suponga- 
mos representado en el sistema por B, el plano bisector 1.9, así como 
un plano (P) perpendicular a él. 

Siendo J la intersección de estos dos planos, cualquier recta que 


Fig. 130. — Sistema diédrico: Planos perpendiculares a los 


bisectores. 


pase por ésta podrá ser eje de simetría de las dos regiones del plano P 
separadas por el bisector B, y comprendidas entre los de proyección. 

Por tanto, la línea de tierra cumple con esta condición, y las tra- 
zas P—P”, formarán en el espacio el mismo ángulo con la línea de 


Fig. 131.— Sistema diédrico: Repre- 

sentación de un plano perpendicular al 

primer bisector: P—P”,, y de un plano 

perpendicular a segundo bisector: 
=R; 


tierra. Esta propiedad se sigue mante- 
niendo cuando el plano vertical V ha 
coincidido con el plano horizontal H, 
motivo por el cual vendrá representado 
el plano perpendicular al primer plano 
bisector B, y como aparece en la fig. 131, 
formando sus trazas P y P’, el mismo 
ángulo a con la línea de tierra, es decir, 
siendo simétricas con respecto a ella. 

De la misma manera, y considerando 
el plano (R) perpendicular al plano bi- 
sector 2.0 B,, sus trazas R y R’, son 
simétricas con respecto de la línea de 
tierra en el espacio, y vemos que por 
el sentido del giro efectuado dichas tra- 
zas se confundirán en el plano de re- 
presentación, tal como aparece en la 


figura 131. 
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Problema I (Fig. 132.) Situar una recta cualquiera en un plano dado 
P—P!. 

Para ello, bastará elegir dos puntos del plano y unirlos convenien- 
temente. Los puntos que se obtienen con mayor facilidad son: uno de 
la traza vertical v—u” y otro de la traza horizontal h—h’, con lo cual 
obtenemos las proyecciones de la recta deseada: r—r”. 


Fig. 132. — Sistema diédrico: Recta Fig. 133. — Sistema diédrico: Punto 
situada en un plano. situado sobre un plano. 


Problema Il (Fig. 133.) Situar un punto en un plano dado P—-P”,: 

El mecanismo consistirá en situar previamente una recta en el plano, 
para luego colocar el punto sobre la recta. 

Para ello, en vez de elegir dos puntos como hemos hecho en la figura 
anterior, elegiremos solamente uno: h—h’, que nos bastará para situar 
un frontal del plano en cuestión: f—f”. (Véase la fig. 115.) 

Bastará tomar una cualquiera de las proyecciones del punto: a, por 
ejemplo, para referirla en a' sobre f’. 


Problema III (Fig. 134.) Colocar 
una horizontal o una frontal en un 
plano dado por dos rectas. 

Sean r—r' y s—s' las dos rec- 
tas dadas, que se cortan en el pun- 
to a—a!. 

Se empieza por elegir la posi- 
ción f del frontal, que será paralela 
ala línea de tierra, la cual no podrá 
tener más puntos comunes con las 
rectas dadas que los que se proyec- 


ten en b y c, que referiremos 2 Sus mi 134 — Sistema dibárico: Frontal de 
proyecciones: b’ sobre r’ y c' sobre s. un plano dado por dos rectas convergentes. 
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La unión de c' y b’ nos da la proyección vertical f’ de la frontal pe- 
dida, que recordaremos es paralela a la traza vertical P’, del plano. 


Proyecciones de una forma plana. (Fig. 135.) Supongamos una 
figura plana cualquiera dada por su proyección horizontal: a—b—c—d, 
situada sobre un plano también dado P—-P”,, lo cual es siempre posible. 

La proyección vertical de esta figura: a'—b'—c'—d' no podrá ser 
cualquiera; es decir, generalmente no coincidirá con un punto del plano, 
el que se tomara uno cualquiera de la línea de referencia que parta de 


Fig. 135. — Sistema diédrico: Las proyecciones de una forma 
plana son afines. 


su proyección horizontal; entonces tendremos que saber situar un punto 
sobre el plano, cuando se conoce o se fija una de sus proyecciones, pro- 
blema resuelto en relación con la figura 133. 

Para ello, elegido un punto proyección horizontal a, trazaremos por 
él la horizontal r, cuya proyección vertical es r’, partiendo del conoci- 
miento de su traza vertical v—v’; seguidamente referiremos a en a’ 
sobre r’, y esta misma operación se podrá repetir para todos los puntos 
que nos interesen. 

Sin embargo, existe una afinidad que nos permite relacionar las dos 
proyecciones de una forma plana, siendo la dirección de afinidad la 
perpendicular a la línea de tierra, y teniendo por eje de afinidad la 
intersección E del plano dado con el segundo plano bisector. 
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La demostración es evidente: Si consideramos todas las rectas del 
plano, sus respectivas proyecciones se irán cortando según una serie de 
puntos de proyecciones confundidas. 

Ahora bien: estos puntos (véanse las figuras 86 y 87, puntos D y K) 
son del segundo plano bisector y pertenecen, por tanto, a los dos planos 
en cuestión: al dado P y al bisector 2.0 B., lo que equivale a decir que 
se hallan todos situados sobre su recta común: la intersección. 

Como consecuencia: 

1.2 Las proyecciones horizontales de todas las rectas de un plano y 
sus correspondientes proyecciones verticales se cortan en puntos de una 
recta fija: intersección del plano que las contiene con el bisector 2.0 o eje 
de afinidad E. 

2.2 La dirección de afinidad es siempre perpendicular a la línea de 
tierra, por ser la de referencia de las proyecciones de los puntos. 

Aunque de momento no sabemos hallar intersecciones de planos, 
el eje E se obtiene directamente dada su característica especial: por 
el punto x—x” común a las trazas P—-P”,, y por otro cualquiera f—f', 
por ejemplo, intersección de las proyecciones de una recta arbitraria- 
mente elegida en el plano: c—d— cd". 

Observamos >; que la recta a—b y su afín a'—-b' se cortan en el punto 
doble e—e”; las a—c y a'—<', en el g—g'; las b—d y b'—4', en i—i’, etc. 

Demostrada la propiedad anterior, se podrá dibujar unas de las 
proyecciones de una figura plana en función de la otra, cuando conoz- 
camos el plano que la contiene, aplicando la sencilla relación de afini- 
dad existente entre ambas, quedando definido el sistema mediante su 
eje E, y un par de puntos afines, proyecciones de un punto cualquiera 
del plano en cuestión. 
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CAPITULO V 


SISTEMA AXONOMÉTRICO ISOMÉTRICO 


Representación y alfabeto del punto, de la recta y del plano. 


Ya hemos visto en la fig. 44 cómo se representa el punto en este 


sistema. 


Vamos ahora a detallar las distintas posiciones que puede ocupar 


con respecto a las tres caras del 
triedro trirrectángulo que consti- 
tuye el sistema. 


Altabeto del punto. Ante todo 
recordaremos que las tres caras del 
triedro a que nos referimos en este 
sistema, dividen el espacio en ocho 
cuadrantes. Especificamos a conti- 
nuación las 27 distintas posiciones 
que ocupa el punto según se halle 
situado, como lo detallan las figu- 
ras siguientes: 

Figura 136. Para mayor clari- 
dad, observaremos que las caras del 
triedro trirrectángulo X—0—Z 
e Y—0-—2Z, que dividen el espa- 
cio en cuatro cuadrantes, al ser 
cortadas por la tercera cara 
X—0—-Y, determinarán sobre ella 
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Fig. 136. — Sistema axonométrico: Repre- 
sentación de las distintas posiciones del punto 
en relación con los ocho cuadrantes del sistema. 


cuatro regiones: X—0—Y, X—0—Y”, Y'—0O—X' y X'"—O—Y. Mu- 
chas veces, aunque impropiamente, se llamará plano horizontal a la 
cara X—O—Y y proyección horizontal a lo que sobre ella se pro- 
yecte. También se denomina proyecciones verticales o laterales a las 
obtenidas sobre las caras X—0O—Z y Z—0O—Y. Esto generaliza los 
conceptos al comparar este sistema de representación con los demás. 
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Las partes de espacio situadas por encima del plano X—O-—Y se 
considerarán de cotas o alturas positivas, y las partes inferiores a él, 
de cotas o alturas negativas. 

De esta forma, el punto A—a' estará situado con su cota positiva 
en el primer cuadrante X—O—Y, y se representará visto por conside- 
rarse asi todos los puntos del espacio pertenecientes a esta región, 
donde se supone situado el observador. El punto B—-b” tiene su cota 
negativa al hallarse por debajo del plano X—O—Y; se representará 
oculto. 

Ocupan una posición relativa idéntica al A, los puntos C—E—G 


Fig. 137. — Sistema axonométrico: Representa- 
ción de las posiciones del punto situado en las 
caras del triedro. 


en los demás cuadrantes, y en su parte superior o positiva. Análoga- 
mente al B están situados los D—F—H de cotas negativas, siendo, 
por tanto, ocho las posiciones que ocupa un punto cualquiera en cada 
uno de los ocho cuadrantes a que nos referimos. 

Figura 137. En esta figura aparecen las distintas posiciones del 
punto situado sobre las caras del triedro trirrectángulo, de las que 
A—a"”, B—b', C—c' son únicamente vistas por estar situadas en la 
región del triedro trirrectángulo visto, siendo ocultas todas las demás 
posiciones: D—d”, E—e", FS", G—g', H—h', 14, JS", 
K—k', L’. 

Estas posiciones son cuatro por cada cara del triedro; es decir, en 
total, 12 posiciones. 
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Figura 138. En esta figura aparecen las posiciones de los puntos 
situados sobre los ejes, que en total serán seis, de los cuales los pun- 
tos A— B—C serán vistos, y las D—E— F ocultos, correspondiendo la 
posición O al origen, o sea al punto situado sobre los tres ejes, que 


mn 


tiene todas sus proyecciones confundidas: O—o'—o"—o””. 


8 posiciones en los cuadrantes; 


Resumen ( 12 — sobre las caras; 
7 — sobre los ejes. 
Total. 27 


Fig. 138.—Sistema axonométrico: Representación ; 
de las distintas posiciones del punto situado so- be X 
bre aristas del triedro. 


Ige _- . A 
. d Fig. 139. — Sistema 
Representación de la recta. (Fi- A -p axonomárico Repre- 
gura 139.) La recta tendrá por IE E pod ol i 
proyecciones las respectivas inter- del triedro. 


secciones de sus planos proyectan: 
tes: con el plano de proyección v: R (proyección directa), y con las 
caras del triedro las r'—r'—r'”. Téngase presente la figura 44. 

Son puntos notables de la representación de esta recta los situados 
sobre las caras del triedro: las trazas T,,, Tay y T,,. Estos puntos, por 
estar situados sobre las caras ya citadas, se proyectarán sobre los ejes 
como se puede apreciar, por ejemplo, con T,,, que se confunde con t”,,, 
hallándose situadas sus otras proyecciones tf',, sobre el eje O—X y 
t'”,, sobre el eje O—Z, sucediendo lo propio con las otras trazas. 

Dadas las características de estas trazas tenemos indicado el camino 
par conseguirlas. 

En la figura representada se aprecian las posiciones de los planos pro- 
yectantes formados por R—r”, paralelo al eje O—Z; R—r”, paralelo al eje 
O—-Y, y finalmente, el determinado por R—r””, paralelo al eje O—X. 
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Alfabeto de la recta. Recta paralela a una cara del tiedro (Fig. 140.) 
La recta R que se representa es paralela a la cara X—0O—Y, lo 
cual quiere decir que su traza T,, es impropia, por lo que su proyec- 
ción r' habrá de ser paralela a la proyección directa R, resultando ser 
sus otras dos proyecciones r” y r”, respectivamente, paralelas a los 
ejes O—X y O— Y. También se podrá llamar a esta recta: horizontal. 


K 


Fig. 140.—Sistema axonométrico. Representación Fig. 141.—Sistema axonométrico: Repre- 
de una recta paralela a una cara del triedro u sentación de una recta paralela a una arista 
horizontal. del triedro. 


Recta paralela a un eje. (Fig. 141.) La recta R siendo paralela 

al eje O—Z se proyecta sobre el plano X—O—Y, según un punto r’, 
y sobre las otras dos caras del triedro, según las rectas r”, r””, parale- 
las al eje O—Z. Las trazas sobre 
estas caras T,, y T,,son impropias, 
por resultar ser esta recta paralela a 
la arista de las dos caras en cuestión. 
Esta recta se podrá considerar 
como de punta con respecto de la 


cara X—0—Y, 


Recta situada sobre una cara del 
triedro. (Fig. 142.) Lasrectas R—r”, 
S—s' y U—u'”, por estar situadas 
en las caras del triedro, se proyectan 
sobre los ejes, según se aprecia, como 
consecuencia de que todos sus puntos 
se hallan en las caras del triedro y 
Fig. 142. — Sistema axonométrico: Re- tener las mismas posiciones relati- 


ción de la recta situada sobre e 
a er vas que aparecen en la figura 137. 
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Recta que pasa por un eje. (Fig. 143.) La recta R corta al eje 
O—Z en un punto que será su doble traza sobre las dos caras, cuya 


arista es dicho eje O—Z; es 

decir, se confundirán T,, y T,» 

motivo por el cual r’ pasa por 
ttt 


el origen O, y r” y r'” pasan 
por la doble traza ya citada. 


Recta que pasa por el ori- 
gen. (Fig. 144.) La recta R, 
por consideraciones análogas a 
las anteriormente hechas, ten- 
drá todas sus trazas coincidentes 
con el origen, motivo por el cual 
sus respectivas proyecciones r', 
r” y r" pasan por O. 


Representación del plano. (Fi- 
gura 145.) Sabemos que el 
plano queda determinado por 


Fig. 143.—Sistema axonométrico. Representación 
de una recta que corta a una arista del triedro. 


tres de sus puntos, y siendo éstos los A—a', 'B—b', C—<', podremos 
operar con este plano así definido; pero atendiendo a la necesidad de 


Fig. 144. — Sistema axonométrico: Repre- 
sentación de una recta que pasa por el 
vértice del triedro. 


tenerlo que manejar ulteriormente, 
y recordando lo que, a propósito de 


Fig. 145.—Sistema axonométrico: Represen- 
tación del plano dado por tres puntos. 


ello, dijimos con motivo de su representación en los otros sistemas, sim- 
plificaremos su representación utilizando sus trazas con las caras del 


triedro trirrectángulo. 
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Por ello, y considerando que la traza de un plano es el lugar geomé- 
trico de todas las de sus rectas, bastará que hallemos, por ejemplo, las T., 
de la recta A—C y la T”,, de la recta B—-C para, así, conocer la traza P” 
del plano en cuestión sobre la cara X—-O—Z, la cual nos proporcio- 
nará los puntos x” y z” de intersección con los ejes O—X, O—Z, res- 
pectivamente. Por el punto z” pasará la traza P”” y también por la 
traza T,, de la recta A—B. Determinado el punto y'—y”, común al 
eje O—Y y a P, quedará también definida la traza P’ al unir y' con x’. 

Como comprobación, se hallarán situados: T,,' de la recta B—-C, sobre 
la traza P”” del plano, T,,, de la recta A—-C, y T”,,, de la A—B, sobre P’. 

Como resumen, un plano 
quedará representado por sus 
trazas, debiendo cumplir éstas 
la única condición de que se 
corten dos a dos sobre el 
mismo punto de los ejes coor- 
denados que les corresponda. 

Fig. 146. Si el plano vinie- 
ra determinado por dos rectas 
que se cortan, tales como 
R—r' y S—s' que tienen co- 
mún el punto A—a”, las trazas 

'—P"—P"" se hallarán de la 
misma forma que en la figura 
anterior, apreciándose el que, 
efectivamente, tienen, dos a 
dos, común el mismo punto 
del eje coordenado: Con T,, y 
T’ se dibuja P”; mediante la determinación de otra traza más, 
por ejemplo, la T,,, se terminará la representación del plano. 

El punto z”—z” en que cortan las trazas P” y P” al eje OZ, 
es punto de cota negativa, motivo por el cual las porciones de trazas 
que por él pasan son ocultas y se representan de trazo discontinuo. 


Fig. 146. — Sistema axonométrico.: Representación 
de un plano dado por dos rectas que se cortan. 


Altabeto del plano. 

Plano paralelo a un eje. (Fig. 147) El plano representado P’, P” 
y P'”, al ser paralelo al eje O—Z, tendrá impropio su punto común 
con el mismo: el punto doble 2”, y 2”, lo cual motiva el que las 
trazas P” y P” se representen paralelas al eje O—Z. 

Este plano es, asimismo, un plano proyectante, que se podrá llamar 
proyectante horizontal, y todo lo que él contenga se proyectará sobre la 
cara X—O—Y según su traza P’. 

Plano paralelo a una cara del triedro. (Fig. 148.) En este 
caso, el plano tiene dos puntos impropios correspondientes a los 
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Fig. 147.—Sistema axonométrico: Represen- 
tación de un plano paralelo a una arista del 
triedro. 


Fig. 148. — Sistema axonométrico: Repre- 
sentación de un plano paralelo a una cara 
del triedro. 
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ejes que constituyen la cara a que es paralelo, es decir, x’ y 2". 
Este plano carece, por tanto, de traza P” con la cara X—0—Z a 
la que es paralelo. 
Este plano es, a la vez, proyectante sobre la cara X—O—Y y sobre 
la Z—0—Y, por lo cual todo lo que contenga se proyectará sobre estas 
dos caras, según sus trazas P’ y P, respectivamente. 


Plano que pasa por un eje. (Fig. 149.) El plano representado en 
la figura de referencia, al pasar por el eje O—X tiene sus trazas P’ y P” 
confundidas con dicho eje, siendo 
su traza P”"una recta que pasa por 
el origen. Este plano podrá estar 
definido por el eje O—X y un pun- 
to cualquiera A—a', o bien por el 
mismo eje O—X y P”. 

Obsérvese que la situación de este 
plano es un caso particular del re- 
presentado en la figura 147, pues 
resulta ser un plano proyectante 
sobre la cara Z—O—Y, compro- 
bándose que la proyección de uno 
cualquiera de sus puntos A coin- 
cide en a” de la traza P”. 


Fig. 149. — Sistema axonométrico: Represen- Plano que pasa por el origen O. 
tación de un plano que pasa por una arista (Fig, 150) En este caso viene defi- 

nido por dos cualesquiera de sus 
trazas P” y P”, que pasen por el origen, las cuales serán suficientes 
para que se halle determinado, puesto que en realidad tenemos un par 
de rectas del plano en cuestión. 

Al parecer, resulta indeterminada la traza P’ de este plano sobre 
la cara X—.O—-Y; pero esta indeterminación desaparece, pues al tras- 
ladar dicha cara X—O—Y en (X)—(0)—(Y), conseguimos una traza 
(P”) que necesariamente habrá de ser paralela a la que buscamos P”, 
que, además, pasará por el origen O. 

Si colocamos una recta R—r’ sobre dicho plano, su traza t,, (punto 
de altura cero) será suficiente para que quede también definida la traza 
P’ al unir dicha traza t,, con el origen O. 


Nota: A continuación vemos cómo se coloca una recta en un plano. 


Problema I. (Fig. 151.) Situar una recta sobre un plano. 


El plano dado es P'—P"—-P””. 

Para situar una recta R—r' sobre este plano bastará elegir dos 
puntos del mismo y unirlos ordenadamente. 

Los puntos que generalmente se eligen, si es que no se estipula otra 
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Fig. 150. — Sistema axonométrico: Representación 
de un plano que pasa por el vértice del triedro. 


Fig. 151. — Sistema axonométrico.— Recta situada 
en un plano cualquiera. 
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condición, son, uno de cada traza, tales como el A—a’ y el B—b”', por 
ser más sencilla su determinación, bastando luego unir sus proyeccio- 
nes homónimas para tener las proyecciones R—r'—+"—r"” de la recta 
en cuestión. 

Como comprobación, el punto de encuentro de R con r’, es decir, 
su traza f,,, o punto de altura cero, habrá de pertenecer a la traza P’ 


del plano sobre la cara X—0— Y. 


bs 152.—Sistema axonométrico: Coloca- Fig. 153. — Sistema axonométrico: Situación 
ción de una recta sobre un plano, que sea de una recta sobre un plano, paralela a una 
paralela a una cara del triedro (horizontal). cara del triedro (frontal). 


Problema Il. (Fig. 152.) Situar sobre un plano dado P una recta 
paralela a una cara de triedro. 

Si suponemos que la cara elegida es la X—O— Y, bastará elegir un 
punto tal que el t, de la traza P””, y trazar por él la paralela r'” al 
eje O—-Y, pues sabemos, según la figura 140, que ésta ha de ser la pro- 
yección de la recta deseada sobre esta cara Z—.O—Y; desde el punto z” 
yz” del eje O—Z, trazando r” paralela al eje O—X, tendremos definida 
la recta R, cuya proyección horizontal r’ ha de ser paralela a P’, puesto 
que su traza sobre la cara X—O—Y ha de ser su punto impropio y 
debe estar situado sobre P’. R y r' también han de ser paralelas. 


Problema IIl. (Fig. 153.) Situar un punto en un plano dado. 

Sea este plano P'—P"—P”"”. Empezaremos por colocar en él una 
recta cualquiera R—r'—r'"—r””, que para más comodidad hemos elegido 
paralela a la cara X—O—Z; es decir, una frontal del plano con respec- 
to a esa cara, repitiendo la construcción correspondiente a la figura 152. 

Bastará elegir un punto A sobre R para que sobre las proyecciones ho- 
mónimas de ésta vengan a situarse las proyecciones a'*—a'”'*—a”” deseadas. 
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Problema IV. (Fig. 154.) Dado un plano por dos rectas que se corten, 
trazar una recta contenida en él y que sea paralela a una cara del triedro. 
Sean las rectas R—r' y S—s' que se cortan en el punto A—a”. 

Supongamos que la recta a determinar haya de ser paralela a la 
cara X—0—Y. 

Si esta recta no ha de estar sujeta a ninguna otra condición, por 
ejemplo, de distancia, empezaremos por trazar arbitrariamente una de 
sus proyecciones h'”” paralela al eje O—Y, la cual interceptará sobre 
las proyecciones 
r” y s'” los puntos 
p!” ye", que co- 
rresponderán a los 
del espacio B y C; 
al unirlos, determi- 
nan la recta desea- 
da H—h'—h”. 

Se puede com- 
probar que las tra- 
zas de esta recta H 
se hallan sobre sus 
homónimas del 
plano determinado 
por las rectas da- 


das R—S. 


Traza ordinaria 
de un plano. ( Figu- 
ra 155.) Existe 


Fig. 154. — Sistema axonométrico: Determinación y representa- 
ción de una recta paralela a una cara del triedro sobre un plano una recta del plano 
dado por dos rectas que se cortan. representado en 


este sistema que 
desempeña un papel trascendental en su manejo, que es su llamada 
traza ordinaria To. 

Esta traza es su recta común con el plano del dibujo. 

Se aprecia en esta figura del espacio la posición relativa de la traza 
ordinaria To y de las trazas (P')—(P”})—{P"") del plano P con cada 
una de las tres caras del tiedro: O—X—-Y—_zZ. En el capítulo próximo 
veremos la forma de determinar esta importante traza. 


Proyecciones de una forma plana. (Fig 156.) Supongamos que en 
el plano representado por sus trazas P'—P”—P™ existe una figura 
plana A— B—C—D—E. 

Se trata de conseguir las proyecciones de dicha figura plana sobre 
las caras del triedro trirrectángulo. 
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A tal fin, nos fijaremos en que existe una relación de afinidad entre 
la proyección directa y su proyección sobre la cara que se considera, 
en este caso la X—O—Z, siendo el eje de afinidad la recta común a los 
dos planos en cuestión; es decir, P”, y la dirección de afinidad paralela 
al otro eje O—Y, motivo por el cual basta conocer un par de puntos 


Fig. 155. — Sistema axonomé- 
trico: Traza ordinaria del plano. 


va 
AN 


f 1) 
| M 


Fig. 156. — Sistema axonométrico: La pro- 

yección directa de una forma plana y cual- 

quiera de sus proyecciones sobre las caras 
del triedro, son afines. 


afines, por ejemplo A—a””, que se obtienen de una manera muy sencilla 
auxiliándonos de la recta R—r” y repitiendo la construcción que apa- 
rece en la figura 153. 

De la misma manera podemos conseguir las proyecciones de la figura 
plana representada sobre las caras X—0O—Y y Z—0O-—Y, utilizando 
como ejes de afinidad P’ y P””, y como direcciones de afinidad las 
O—Z y O—X, respectivamente. 
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CAPITULO VI 


SISTEMA CÓNICO 


Representación y alfabeto del punto, de la recta y del plano. 


Ya hemos visto en el capítulo 11 (Figs. 48 y 49.) cómo se representa 
un punto cualquiera en este sistema, integrado por el centro de pro- 


yección O, el 
plano x de pro- 
yección o del 
cuadro y el 
plano geome- 
tral G. 


Alfabeto del 
punto. (Figura 
157.) Los dos 
planos en cues- 
tión r y G divi- 
den al espacio 
en cuatro re- 
giones; pero 
atendiendo a 
la importancia 
que en este sis- 
tema tiene la 
posición del 
centro proyec- 
tante O, hare- 
mos intervenir 
además el es- 
pacio que que- 


3 A 


Fig. 157. — Sistema cónico: Posiciones del punto. 


da limitado por el plano A paralelo al plano del cuadro que pasa por 
dicho punto O, que se llama plano de desvanecimiento. 

Un punto cualquiera puede ocupar diversas posiciones, tanto en los 
espacios así delimitados como sobre los tres planos fundamentales, y 
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por ello, teniendo en cuenta al mismo tiempo la figura 158, vemos que 
el punto (A) —(a) tiene como representación el A—a, que aparece en 
forma tal, que a se halla siempre por encima de la línea de tierra LT 
y por debajo de la proyección directa A del punto. 

El punto ( B)—(b) está representado también con su proyección 
horizontal b por encima de la línea de tierra LT y también por encima de 
la proyección directa B, por hallarse situado dicho punto por debajo del 
plano geometral G y detrás del plano de proyección r. 


YY 


Fig. 158. — Sistema cónico: Alfabeto del punto. 


Cuando el punto C—c esté situado sobre el plano del cuadro, su pro- 
yección horizontal c será un punto de la línea de tierra LT; y cuando 
dicho punto E—< sea del plano geometral G, sus proyecciones directa y 
horizontal se hallarán confundidas. 

Si el punto estuviere en la línea de tierra LT, tal que F—f, gozará 
de las propiedades de los puntos situados en el geometral y en el de 
proyección; por consiguiente, sus proyecciones F—f estarán confundi- 
das sobre la línea de tierra LT. 

Si un punto tal que (1) —(i) se hallare situado por encima del plano 
de horizonte, pero detrás del plano del cuadro, su proyección horizontal i 
sería también un punto situado por encima de la línea de tierra, y su 
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proyección directa I se hallaría, como es lógico, por encima de la línea 
de horizonte LH. 

Cuando el punto (J)—(j) está situado entre el plano del cuadro n 
y el plano de desvanecimiento A, su proyección horizontal en el plano 
del dibujo j queda caracterizado por hallarse siempre por debajo de la 
línea de tierra LT, pudiendo estar su proyección directa J por encima 
de la horizontal j ; dicha proyección directa J podrá ser un punto situado 
por encima de la línea de horizonte, si es que en el espacio se hallara 
por encima del plano de horizonte, o J’ si estuviere por debajo del 
mismo (j' siempre debajo de LT). 

Cuando el punto (XK) —(k) estuviere situado en el plano de desva- 
necimiento A, su representación sobre el plano del cuadro vendría dada 
por una dirección K ,—k>,, y si el punto (L)—(l) se hallara más allá 
del plano de desvanecimiento, su proyección estaría caracterizada en 
el plano del cuadro, porque la horizontal l se encontrará siempre por 
encima de la línea de horizonte LH, y la proyección directa L del 
punto, por debajo de su proyección horizontal 1 si el punto tiene cota 
positiva. 

Si el punto estuviera situado sobre el plano de horizonte, su proyec- 
ción directa sería necesariamente un punto de la línea de horizonte, 
pudiendo ser cualquiera su proyección horizontal. 


Observaciones importantes. La sola inspección de la posición de la 
proyección horizontal de un punto con respecto a la línea de tierra LT 
y de la línea de horizonte LH, nos indicará su posición en el espacio, 
pues en este sistema se verifica una relación de dependencia entre las 
zonas del plano del cuadro x= y del plano geometral G, que aparecen 
rayadas en las figuras 157 y 158, es decir, la región ilimitada (X) 
corresponde a la región finita del plano del cuadro X comprendido entre 
la línea de tierra LT y la línea de horizonte LH. 

La parte limitada (Y) del plano geometral comprendida entre la 
línea de tierra y el plano de desvanecimiento, corresponde a la parte 
infinita Y_, de dicho plano del cuadro, situada por debajo de la 
línea de tierra, y la región infinita (Z) del geometral comprendida 
entre el plano de desvanecimiento y el infinito, corresponde también 
a la parte infinita Z» del plano de cuadro, por encima de la línea 
de horizonte. 

Obsérvese que en las figuras en cuestión están rayadas en el mismo 
sentido las partes correlativas de los dos planos. 

Habrá de tenerse también en cuenta para analizar la posición del 
punto, si su proyección directa se halla por encima o por debajo de su 
proyección horizontal, a fin de determinar si su cota es positiva o nega- 
tiva; es decir, si se halla situado el punto por encima o por debajo de 
dicho plano geometral. 
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Representación de la recta. (Fig. 159.) En el sistema represen- 
tado en esta figura aparece la recta (R)—(r) constituída por sus dos 
puntos (4) —(a), (B)—(b), cuyo punto de altura cero es (T,), su traza 
horizontal, y T,—4£, su traza sobre el plano del cuadro. 

Bastará, por tanto, unir las proyecciones A—B y a—b para obte- 


Fig. 159. — Sistema cónico: Proyección de una recta y puntos notables de la misma. 


ner las de la recta R y r, respectivamente. Existen varios puntos nota- 
bles de esta recta: 

1.2 El punto T,—+t,, traza de la recta sobre el plano del cuadro r, 
que pertenece por ese motivo a su proyección sobre él, por donde pasa- 
rán, por tanto, sus proyecciones directa y horizontal, respectivamente. 

2.0 La traza horizontal (T,), punto de altura cero, o común a la 
recta del espacio (R) y a su proyección horizontal (r), que necesaria- 
mente se proyecta según T, sobre el plano del cuadro, común también 
a la proyección directa R y a su proyección horizontal r (análogo al 
punto del geometral (E—e), figs. (157 y 158). 
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3.2 La proyección del punto impropio ( F>o)—(f>) de la recta. 

Este punto impropio tiene representación en el plano del cua- 
dro en un punto propio F—f lla- 
mado punto de fuga de la recta o 
punto límite, y se obtiene, como es 
lógico, trazando por el centro de 
proyección O las rectas paralelas a 
(R) y (r), es decir, uniendo O con 
(F>) y con (fæ), respectiva- 
mente. 

Obsérvese que f se hallará siem- 
pre situado sobre la línea de hori- 
zonte LH y que F estará sobre la 
perpendicular a dicha línea de hori- 
zonte trazada por f. 

Lo expuesto anteriormente queda 
de manifiesto en la figura 160, en que Fig. 160. — Sistema cónico: Representa- 
se ha hecho coincidir el plano del iii i- Koripan e ani iai 
cuadro con el plano del dibujo, 
donde se observan las mismas notaciones que en la figura 159. 


Altabeto de la recta. 
Recta paralela al geometral. (Fig 161.) Su traza, es decir, su punto 


T PL 


Fig. 161. — Sistema cónico: Recta horizontal o paralela al geometral. 


de altura cero, es impropio: (T >) pero tiene su representación en el 
punto T, de la línea de horizonte, obtenido al trazar por O el rayo 
proyectante, paralelo a la recta en cuestión (R)—(r). El punto T, es el 
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que antes hemos llamado punto de fuga de la recta F—f, que es común 

a la proyección directa y a la proyección horizontal, por ser éstas 

paralelas, y que llamaremos como 

P PL siempre punto de fuga o límite de la 

recta representada, la cual aparece en 

R el plano del dibujo de la figura 162, 

Za con las mismas notaciones que en la fi- 
gura 161. 


Recta paralela al plano del cuadro. (Fi- 
ta guras 163 y 164.) Por ser esta recta pa- 
. 5 . ralela al plano del cuadro, no tendrá tra- 
Fig. 162. — Sistema cónico: Represen- A : 
tación de una recta horizontal. za sobre él y, por tanto, T,—f, es impro- 
pio, como también lo serán los puntos 
de fuga de la recta y de su proyección horizontal. 

Dadas estas características, la proyección horizontal r de la recta 
resulta ser paralela a la línea de tierra LT, careciendo, como se ve, de 
punto de fuga, que, como se recuerda, es siempre punto de encuentro de r 
con la línea de horizonte. La proyección directa podrá ser cualquiera. 


Fig. 163. — Sistema cónico: Recta paralela al plano Fig. 164. — Sistema cónico: Re- 
del cuadro. presentación de una recta parale- 
la al plano del cuadro. 


Recta situada sobre el plano geometral. (Figuras 165 y 166.) Esta 
recta (R)—(r) está confundida con su proyección horizontal y, por 
tanto, las proyecciones R—r de ambas en el plano del cuadro serán 
también confundidas. Lo mismo sucederá con sus trazas sobre el plano 
del cuadro T_ y t, y con sus puntos de fuga F—f, que se hallarán situa- 
dos en la línea de horizonte. 
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Recta situada en el plano del cuadro. (Figuras 165 y 166.) Es un 
caso particular del que hemos visto en relación con las figs. 163 y 164, 
en que la proyección horizontal s se confunde con la línea de tierra. 


BR- 


Z 


Fig. 166. — Sistema cónico: Representa- 


Fig. 165. — Sistema cónico: Rectas situadas ción de una recta situada sobre el plano 
sobre el plano geometral y sobre el plario del geometral: R— r, y sobre el plano del 
cuadro. cuadro: S—s. 


Recta de punta con respecto al plano geometral. (Figuras 167 y 168.) 
Esta recta también es un caso particular de la paralela al plano del 
cuadro. Carecerá de traza sobre dicho plano y también de punto de fuga 


Fig. 168. — Sistema cónico: Represen- 
Fig. 167. — Sistema cónico: Recta perpendi- tación de una recta perpendicular al 
cular al plano geometral. plano geometral. 
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y su representación directa R será una recta perpendicular a la línea 
de tierra, reduciéndose su proyección horizontal r a un punto, motivo 
por el cual, todos los que ésta contiene, tal como A—a, tendrán su pro- 
yección horizontal coincidente con r. 


Recta paralela a la línea de tierra. (Figuras 169 y 170.) Por tener 
esta recta (R)—(r) la posición de referencia, se podrá considerar como 
un caso particular de la paralela al plano del cuadro (figs. 163 y 164), 
y además, como caso particular de la paralela al plano geometral 
(figs. 161 y 162), por lo que carecerá de trazas sobre el plano x y 
sobre el plano G, resultando ser sus proyecciones R—r paralelas a la 
línea de tierra y a la línea de horizonte, tal y como indica la figura 170. 


P 
—— 0mm 
2 
z 
IT 
Fig. 170. — Sistema cónico: Represen- 
Fig. 169. — Sistema cónico: Recta paralela tación de una recta paralela a la linea 
a la linea de tierra. de tierra. 


Recta de punta con respecto al plano del cuadro. (Figuras 171 y 172.) 
La recta en este caso ocupa una posición particular de la horizontal, 
carecerá de traza horizontal y tendrá como punto de fuga el punto 
principal P del sistema. 

Por ser esta recta paralela a su proyección horizontal, ambas fuga- 
rán en el punto principal P como se indica en la figura 172. 


Recta horizontal a 45° con el plano del cuadro. (Figuras 173 y 174.) 
Desempeñan estas rectas un papel importante en este sistema, motivo 
por el cual consideraremos su posición como interesante, aun siendo un 
caso particular de la horizontal, de la que ya hemos hablado al tratar 
de las figuras 161 y 162. 

Esta recta, por ser horizontal, tiene su punto de fuga F—f en la 
línea horizonte, en un punto que llamaremos D, punto de distancia, por 
ser el segmento P—D = P—-O, puesto que se forma en el espacio el 
triángulo isósceles rectángulo O—P—-D. 
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Fig. 172. — Sistema cónico: Represen. 
Fig. 171. — Sistema cónico: Recta perpen- tación de una recta perpendicular al 
dicular al plano del cuadro. plano del cuadro. 


Fig. 173. — Sistema cónico: Recta hori- Fig. 174.—Sistema cónico: Repre- 
zontal que forma 45° con el plano del sentación de una recta horizontal que 
cuadro. forma 45° con el plano del cuadro. 
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Recta cualquiera que forme 45* con el plano del cuadro. (Figu- 
ras 175 y 176.) Sea (R)—[r) la recta en cuestión. 

El punto de fuga F—f de esta recta será un punto tal que los pun- 
tos P, F y O formarán asimismo un triángulo isósceles rectángulo en P, 
siendo, por tanto, sus catetos P—0O y P—F iguales, con lo cual apre- 
ciamos que todos los puntos de la circunferencia situada en el plano del 


Fig. 175. — Sistema cónico: Recta que Fig. 176.—Sistema cónico: Represen- 
forma 45” con el plano del cuadro. tación de una recta que forma 45° con 
el plano del cuadro. 


cuadro de centro P y radio P—O = P—D pueden ser puntos de fuga 
de rectas que cumplen con la condición de formar 45% con el plano del 
cuadro. 

Obsérvese que el punto de fuga f de la proyección horizontal r, al 
proyectarse en la línea de horizonte, nos indica que la proyección hori- 
zontal r de la recta, no formará 45% con el plano del cuadro nada más 
que en dos posiciones particulares que quedan especificadas en el caso 
de las figuras 173 y 174; es decir, cuando su punto de fuga coincida con 
los puntos D o D, de la línea de horizonte. 


Representación de la recta cuya traza horizontal pertenece al plano 
de desvanecimiento. (Figuras 177 y 178.) Sea la recta (R)—(r), cuya 
traza horizontal (T,) está contenida en el plano de desvanecimiento A; 
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es decir, un punto de su traza con el plano geometral: línea de desvane- 
cimiento LD. 

Esta recta tendrá por punto de fuga: F, para la proyección directa R 
y f para la proyección horizontal r, resultando ser paralelas las proyec- 
ciones R y r por haberse de encontrar en la proyección T,—>o, pro- 


l 


Fig. 178. — Sistema cónico: 

Representación de una recta 

cuya traza horizontal es un 

Fig. 177. — Sistema cónico: Recta cuya traza horizontal punto de la línea de desvane- 
se halla en el plano de desvanecimiento. cimiento. 


yección de (T,) que, como sabemos, según las figuras 157 y 158, 
punto (K)—(k), se proyecta sobre el plano del cuadro según una 
dirección. 


Observaciones. En este sistema de representación, cuando una 
recta y su proyección son paralelas, es preciso tener presente que son 
concurrentes en un punto de la línea de desvanecimiento LD, y lo mismo 
sucederá cuando dos proyecciones directas de dos rectas sean paralelas 
después de proyectadas sobre m, pues ello nos indicará que, efec- 
tivamente, tienen común un punto de dicho plano de desvaneci- 
miento A. 
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Recta que corta a la línea de tierra. (Figuras 179 y 180.) Esta recta 
tiene la particularidad de que se confunden sus trazas T, horizontal 
y Tot., sobre el plano del cuadro, pudiendo ser cualquiera su punto 
de fuga F—f, lo que se aprecia en la figura 180. 


Fig. 180.—Sistema cónico: Represen- 
Fig. 179. — Sistema cónico: Recta que corta a la tación de una recta que corta a la línea 
línea de tierra. de tierra. 


Recta de perfil. (Figuras 181 y 182.) Por analogía con lo que en el 
sistema diédrico sucede, al compararlo con éste en que los planos de 
proyección H y V que lo integran son aquí G y tr, respectivamente, 
llamaremos recta de perfil (R), a aquella cuya proyección horizontal (r) 
es perpendicular a la línea de tierra, por lo que su representación en 
el plano del dibujo tendrá como única particularidad el que su proyec- 
ción horizontal r fuga en el punto principal P, comportándose en todo 
lo demás esta recta como si fuera cualquiera. 


Representación del plano. (Figuras 183 y 184.) Ya hemos visto en 
los demás sistemas de representación que el plano viene determinado 
por tres de sus puntos; pero no siendo cómodo su manejo con sus proyec- 
ciones, obtendremos su representación mediante sus trazas: una sobre 
el plano z y la otra sobre el plano G. 

Sea (S) el plano cuya traza con el geometral es (s), siendo Ty su 
traza con el plano del cuadro. 
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Fig. 181. — Sistema cónico: Recta de Fig. 182. — Sistema cónico: Repre- 
perfil. sentación de una recta de perfil. 


Fig. 183. — Sistema cónico: Proyección Fig. 184. — Sistema cónico: Repre- 
del plano. sentación del plano. 
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La proyección de la traza horizontal s será una recta que pase por 
el punto de encuentro t, de la traza Ty con la línea de tierra, y habrá 
de tener su punto de fuga f en la línea de horizonte. 

Por consiguiente, su representación en el plano del dibujo (fig. 184) 
estará integrada por la traza T, y por s, proyección de su traza hori- 
zontal. 

Pudiéramos también representar el plano mediante su traza T, y 
la proyección de su recta impropia, que será la Ly, traza del plano del 
cuadro con el paralelo S' a S trazado por O, y que necesariamente será 
el lugar geométrico de los puntos de fuga de todas las rectas del 
plano (S), y por tanto, de la s: f. Esto nos dice que dicha recta Ls, 
llamada recta límite del plano, habrá de ser paralela a T; y de pasar 
por f, quedando resumida 
la representación del plano 
en este sistema, en general, 
a dos rectas paralelas, una 
de las cuales es su traza 
con el plano del cuadro Ts 
y la otra su recta límite L;. 

Nota: Obsérvese que la región 
ilimitada del plano (S) compren- 
dida entre su traza T s y el > está 


representada en el plano del cua- 
dro por su región finita Ts—Ls. 


Determinación de las rec- 
tas anteriores cuando el pla- 
no está dado por tres puntos. 
Fig. 185. — Sistema cónico: Representación de un plano (Fig. 185.) Sean A—a, 

por tres puntos. B—b, C—c los tres puntos 

determinativos del plano. 

Empezaremos por hallar las trazas T „t, dela recta integrada por los pun- 

tos A—C, a—c, por ejemplo, teniendo esta recta como punto de fuga el F—f. 

Elegida otra recta A— B, a—b, obtendremos asimismo los puntos 

trazas t'_ y T’. 

La unión de T, con T'_ nos proporciona la traza S del plano con 

el cuadro, siendo su recta límite Ls la paralela a ella trazada por F, 

cuyo punto de encuentro h con la línea de horizonte LH nos da el 
punto de fuga de la traza horizontal s. 

Como comprobación, en esta última recta s se hallan los puntos T, 

y T',, trazas horizontales de las rectas A—B, B—C, respectivamente. 

También se puede comprobar que sobre la recta límite Ls se hallan 

los puntos de fuga de otras rectas que constituyen el plano, propiedad 

que podemos utilizar cuando los puntos T_ caigan fuera de los límites 

del dibujo y nos sea más fácil el operar con los puntos impropios F. 
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Representación del plano dado por'una recta y un punto. (Fig. 186.) 
Sea la recta R—r y el punto A—a. 
Empezaremos por hallar el punto de fuga F—f de la recta R—r y 


sus trazas T —t_. 


NE 


Fig. 186. — Sistema cónico: Representación de un plano 
dado por una recta y un punto. 


Uniremos el punto dado A—a con otro cualquiera de la recta R--r, 
siéndonos más cómodo, por hallarse ya determinado, su punto impro- 


pio F—f, con lo que ha- 
bremos trazado la recta 
U—u, la cual tiene por 
traza el punto T”.-t”.. Este 
y T, nos determinan la 
traza S del plano, y su pa- 
ralela por F será su recta 
límite Ly, hallándose por 
medio de esta última, y 
utilizando su punto h de 
la línea de horizonte, la 
traza horizontal del plano s. 


Figura 187. Dado un 
plano cualquiera S-—Ls 
vemos que, determinado h, 


Fig. 187. — Sistema cónico: El plano como haz de 
horizontales. 


punto de fuga de su traza horizontal s, podemos considerarlo como un 
haz de rectas horizontales, que siendo paralelas en el espacio, forman 
un haz convergente en h, fugando, asimismo, en el mencionado punto h 
las proyecciones de dichas horizontales. 
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El mismo plano, en la figura 188, aparece como un haz de frontales, 
paralelas al plano z, que se pueden obtener teniendo en cuenta sus 
características especifica- 

S Y # das en lo relativo a las fi- 


Y TZ, guras 163 y 164. 
D 


Y 


MU, 
M] A j Alfabeto del plano. 
4 Plano perpendicular al geo- 
PEA metral. (Figuras 189 y 190.) 
A e La manera de conseguir la 
representación de este pla- 
f A 


no obedece a la general ex- 
plicada en relación con la 


: ; ; figura 183. 
Fig. 188. — Sistema cónico: El plano como haz de 


frontales. Su única particularidad 

estriba en que su traza 

sobre el plano m es una recta S perpendicular a la línea de tie- 
rra, siéndolo asimismo su recta límite Ly. 


Fig. 189. — Sistema cónico: Plano per- Fig. 190. — Sistema cónico: Repre- 
pendicular al geometral o proyectante sentación de un plano perpendicular 
horizontal. al geometral o proyectante horizontal. 


En la figura 190 viene representado un plano de esta naturaleza, 
limitado por sus dos horizontales (s) y (s”), hallándose situada la pri- 
mera en el geometral, o sea su traza horizontal. 
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Plano perpendicular a la línea de tierra. (Figuras 191 y 192.) Este 
plano es un caso particular del anterior, en que el punto de fuga h de 
sus horizontales coincide en el punto principal P, siendo también su 
traza S perpendi- 
cular a la línea de 
tierra. El plano 
representado está 
limitado por su 
traza horizontal 
s y por otra ho- 
rizontal s’. 


Fig. 0 A Bano 
Fig. 191. — Sistema cónico: Plano perpen- sentación de un p perpendicu- 
ia dicular al del cuadro. lar al del cuadro. 


Plano paralelo a la linea de tierra. (Figuras 193 y 194.) En tal posi- 
ción, tanto su traza Ts o S, como su recta límite Ls, tienen por repre- 
sentación rectas paralelas a la línea de tierra, que se determinarán en 
la forma sabida. 

Para conseguir la traza horizontal s de este plano situaremos en él 
una recta cual- 
quiera R—r, eli- 
giendo dos pun- 


Fig. 194. — Sistema cónico: Represen- 

tación de un plano paralelo a la línea 

Fig. 193. — Sistema cónico: Plano paralelo a de tierra, y determinación de su traza 
la línea de tierra. horizontal. 
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tos T,—4, y F—f situados sobre S y sobre L, respectivamente. 
El punto Tp, traza horizontal de esta recta, nos dará un punto de s, 
que quedará determinada por ser también paralela a la línea de tierra. 


Plano paralelo 
al geometral. (Fi- 
guras 195 y 196.) 
Este caso es par- 
ticular del ante- 


Pp D 


Fig. 195. Pcs cónico: Plano paralelo Fig. 196. — Sistema cónico: Represen- 
geometral u horizontal. tación de un plano horizontal. 


rior cuando s, traza horizontal del mismo, es impropia, apreciándose que 
su traza S es paralela a la línea de tierra y que su recta límite L; coincide 
con la línea de 
horizonte LH. 


Nota importan- 
te. Obsérvese 
que el plano geo- 
metral es tam- 


P D 


Fig. 197. — Sistema cónico: Plano paralelo Fig. 198.—Sistema cónico: Representa- 
al del cuadro. ción de un plano paralelo al del cuadro. 


bién un plano de las características indicadas más arriba, cuya traza 
es LT, siendo LH su recta límite. 


Plano paralelo al del cuadro. (Figuras 197 y 198.) El plano (S) 
carece de traza sobre el plano x, y la correspondiente al plano geome- 
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tral s será la única que nos individualizará la posición de este plano 
en el del dibujo, ya que también su recta límite es la recta impropia 
del plano del cuadro. 


Fig. 199. — Sistema cónico: Plano que pasa 
por la línea de tierra. ZE E 2 
LT aS -s 


Fig. 200.—Sistema cónico: Represen- 
tación de un plano que pasa por la 
linea de tierra. 


Plano que pasa por la línea de tierra. (Figuras 199 y 200.) El pla- 
no S tiene sus trazas T¿—S—s confundidas con la línea de tierra, y 
su recta límite L, paralela a la línea de tierra en una posición cual- 
quiera del plano del dibujo. 
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Plano perpendicular al del cuadro. (Figuras 201 y 202.) El plano 
en cuestión S tiene como característica el que su traza sobre el plano 
geometral (s) es perpendicular a la línea de tierra, y por tanto ha de 
fugar en el punto principal P, no teniendo otra particularidad especial 
su representación. 


Proyección de una forma plana. (Fig. 203.) Supongamos una forma 
plana A—B—C ..... K—_L, situada en el plano S—L;, cuya proyección 


Fig. 202. — Sistema cónico: Repre- 
Fig. 201.—Sistema cónico: Plano per- sentación de un plano perpendicular 
pendicular al del cuadro. al del cuadro. 


horizontal, o mejor dicho, sobre el plano geometral, tratamos de deter- 
minar en función de su proyección directa conocida. 

El procedimiento consistirá en ir refiriendo los puntos proyección 
directa A— B—C—D, por ejemplo: de una recta R a su proyección r 
(f y t) en a—b—d—e, respectivamente. 

Esta construcción se puede repetir para cuantas rectas y puntos se 
consideren oportunos para la finalidad del problema. 

Sin embargo, se simplificará notoriamente si nos atenemos a la 
relación de afinidad existente entre la proyección directa dada y su 
proyección horizontal, siendo la dirección afín la perpendicular a LT, 
y el eje de afinidad la traza horizontal s del plano, lo cual queda 
demostrado al considerar que la recta s, traza horizontal del plano, es el 
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lugar geométrico de las trazas horizontales de todas las rectas conteni- 
das en él; o dicho de otro modo, es el lugar geométrico de todos los pun- 
tos dobles de 
la proyec- i 
ción directa L, F C 
de la recta 
y de su pro- 
yección hori- 
zontal, tal y 
como sucede 
con los pun- 
tos T, de 
la recta 
K-—L-B-C 
k—I—=b—<c 
y con T'a 
de la recta 
A—B—D-—E 
a—b—d—.e. 
Como 
comp roba- Fig. 203. — Sistema cónico: La proyección directa de una forma plana 
ción, los y su proyección horizontal, son afines. 
puntos tales 
como el M y N situados en la traza S del plano, tendrán sus proyeccio- 
nes horizontales m—n sobre la linea de tierra. 

Esta relación de afinidad, 
al ser reversible, nos permite 
obtener la proyección directa 
de una forma plana cuando 
conozcamos su proyección ho- 
rizontal. 


Situar un punto sobre un 
plano. (Fig. 204.) Dado un 
plano S— L, empezaremos 
por situar en él una recta cual- 
quiera R—r mediante dos de 
sus puntos, siendo los más có- 
modos los T —t, y F—f, ele- 
gidos sobre la traza y la 


Fig. 204. — Sistema cónico: Colocación de un punto 5 A 
s sobre un plano. úl recta límite Ly, respectiva- 


mente. Un punto cualquiera 
de esta recta: A— a estará sobre el plano. 
Será más cómoda la resolución, por ahorrarse una construcción, el 
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elegir una horizontal del plano: U—u partiendo de su traza T'"_—£'., 
pues sabemos que su punto de fuga es el punto h de la línea de hori- 
zonte situado en Ly; también pudiéramos haber logrado otra solución 
eligiendo previamente un punto T, de s, traza horizontal del plano; 
en combinación de T,,—+£”,, por ejemplo; pero esto nos implica el tra- 
zado previo de esta última recta, resultando más favorable la utiliza- 
ción de la horizontal U—u, como ya queda indicado. 


Fig. 205. — Sistema cónico: Utili- 
dad del sistema cónico como siste- 
ma representativo. 


Figura 205. Para que el lector pueda apreciar las posibilidades que 
encierra este sistema de representación en cuanto a la visión de con- 
junto del espacio con su sola proyección directa, en la figura de refe- 
rencia se han representado únicamente tres planos, dos de ellos per- 
pendiculares a la línea de tierra (véanse figuras 191 y 192) y uno hori- 
zontal, situado por encima del plano de horizonte. Estos tres planos, 
y el geometral, en la porción común a ellos, han sido divididos en 
recuadros mediante horizontales y frontales, pudiendo apreciarse con 
esta distribución la impresión de relieve que da esta figura, la cual 
bien pudiera representar la parte interior de una habitación o local 
análogo. 
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CAPITULO VII 
INTERSECCIÓN DE PLANOS Y DE RECTAS Y PLANOS 


Resolución en los cuatro sistemas de representación. 


Procedimiento general. 
(Fig. 206.) Sean dos pla- 
nos P—QỌ cuya intersección 
vamos a determinar. 

Por ser ésta una recta, 
bastará conocer dos de sus 
puntos, A y B. La forma 
de conseguirlos, aunque ello 
parezca paradójico, va a 
consistir en utilizar dos 
planos auxiliares cuales- 
quiera, X y X’, que nos 
producirán a su vez las 
intersecciones x,—x, y x",—x'¿, las cuales 
determinarán los puntos en cuestión. 


Fig. 206. — Procedimiento general 
de determinación de la intersección 
de dos planos. 


Vamos a ver que el con- 
trasentido aparente de esta 
construcción desaparece cuan- 
do sepamos elegir convenien- 
temente los planos auxilia- 
res X—X”. 


Sistema acotado. (Fig. 207.) Fig. 207. — > m2 E planos en el sistema 


Supongamos los planos P—Q, 
cuya intersección I vamos a determinar. Empecemos por elegir como 
primer plano auxiliar, el de representación xr, cuyas trazas p—q cono- 
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ceremos inmediatamente; su punto de encuentro A ha de pertenecer 
evidentemente a la intersección buscada. 

Tomemos luego como segundo plano auxiliar otro paralelo a n, que 
nos determinará las horizontales h, y h,; por estar situadas a la misma 
altura y en el mismo plano, se cortarán en el punto B, que con el ante- 
rior nos define la intersección I. 

En la figura 208 aparecen los planos dados por sus líneas de máxi- 
ma pendiente P y Q, de puntos extremos (0), (+ 5) y (0), (+ 7), res- 
pectivamente. 

Las trazas horizontales p—<q nos dan el punto A de altura cero y el 
horizontal trazado a la altura (+ 4): h, y h, que nos proporcionan 
punto B (+ 4), quedando así determinada la intersección I pedida. 


Fig. 208. — Sistema acotado: Realiza- Fig. 209. — Método genzral para hallar la in- 
ción de la intersección de dos planos. tersección de dos planos en el sistema diédrico. 


Sistema diódrico. (Fig. 209.) Sean los planos P—P”, y Q—QỌ',, cuya 
intersección I vamos a determinar. 

Elijamos como plano auxiliar el horizontal de proyección H, que, al 
contener las trazas horizontales P—-Q, nos da el punto a—a', de la 
intersección, y eligiendo asimismo el plano vertical de proyección V, con 
las trazas verticales P',—Q”,, obtenemos el punto b—b’, con lo cual 
queda definida la intersección I, cuyas proyecciones i—i’ serán las 
rectas de unión de las proyecciones homónimas a—b y a'—b”, respec- 
tivamente. 

Figura 210. En el plano de representación se efectúan las opera- 
ciones indicadas en el espacio por la figura anterior, donde será cam- 
biada la denominación del punto a—a' por h—h', al ser este punto 
traza horizontal de la intersección buscada; el punto b—b' es ahora el 
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v—u”, por ser a su vez traza vertical de la intersección i—i’, que viene 
definida uniendo h—u y h'—v”, respectivamente. 


Fig. 210. — Sistema diédrico: Obtención de la Fig. 211. — Sistema axonométrico: Obtención 
intersección de dos planos. de la intersección de dos planos. 


Sistema axonométrico. (Fig. 211.) Los planos vienen dados por sus 
trazas p'—p"——p'"” y q'—q"—gq'”. Elijamos como planos auxiliares los 
formados por las caras X—O— Y y X—0O—Z, que nos proporcionarán 
los puntos A—a' y B—-b”, respectivamente, con lo cual queda 
conocida la intersección 
deseada I, cuyas proyec- 
ciones i'—i”"—i” se obten- 
drán en la forma habitual. 

Como comprobación ha- 
brán de corresponderse en 
el mismo punto de J las 
trazas q”, p” y la proyec- 
ción i”, es decir, en el 
punto C—c™ situado en la 
cara del triedro Y—0—zZ. 


Sistema cónico. (Figu- 
ra 212.) Los planos están 
dados por P—L, y Q—L,. 

Elijamos el del cuadro 
como plano auxiliar, y en- 


tonces ap AREA el punto Fig. 212. — Sistema cónico: Obtención de la intersec- 
común del mismo, A—a. ción de dos planos. 
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Si nos auxiliamos del geometral, entonces las trazas p y q nos dan 
otro punto B de la intersección, quedando ésta definida: I—i. 

Nos será, sin embargo, más cómodo, en general, el utilizar como 
plano auxiliar el plano im- 
propio, debiendo operar 
entonces con las rectas lí- 
mites, que nos dan los pun- 
tos de fuga F—f de la rec- 
ta de intersección buscada. 


Determinación de las 
aristas de vertientes de te- 
jados, utilizando el sistema 
acotado. (Fig. 213.) Pode- 
mos ya utilizar los sencillí- 
BO simos conocimientos adqui- 
B(0) N co, ridos hasta ahora para con- 
Fig. 213. — Espacio triangular a cubrir con vertientes segur waa aplicación de CaF 

de igual pendiente. ráctereminentemente prác- 

tico. Supongamos se trata 

de cubrir un espacio triangular representado por los puntos A—B—C, 
todos ellos de cota cero, o sea situados en el plano de referencia. La 
pendiente de las vertientes es igual para las tres caras y viene dada 
por sus líneas de máxima pendiente M—N—0O. Estas, conveniente- 
mente graduadas, nos per- 
miten el trazado de hori- A/0) 
zontales de los planos, pa- 
ralelas a los lados del trián- 
gulo a cubrir, cuyos puntos 
de intersección, dos a dos, 
nos determinan las aris- 
tas 1,—T.—I,, que, en este 
caso, por ser de igual pen- 
diente las vertientes, coin- 
ciden con las bisectrices de 
los ángulos del triángulo, 
las cuales, como sabemos, se 
cortan en un único punto. 

Cuando, como en el 


A Fig.214. — Espacio triangular a cubrir con vertientes 
caso de la figura 214, las de pendientes distintas. 


pendientes de las vertien- 

tes: M—N— O, son distintas, las aristas 1,—1.—I, no serán las bisec- 
trices de los ángulos, pero se determinan fácilmente utilizando un plano 
auxiliar paralelo al de referencia, de altura + 2, por ejemplo, que nos 
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permite hallar los puntos a—b—-<, con los que quedan ya determinadas 
las intersecciones deseadas. 

Es de observar que también en este caso las tres aristas en cuestión 
se cortan en el mismo punto X, por la razón de ser este punto centro 
de homotecia de los dos triángulos A—-B—-C y a—b—c, que siempre 
son homotéticos por tener sus lados paralelos (formados por las trazas 
de los planos y por horizontales de los mismos). 


Fig. 215. — Aristas de tejados con anexo de pendiente distinta. 


Figura 215. En este caso, el espacio a cubrir está formado por el 
polígono A—B-—C—D—E—F—G—H, conjunto que está integrado 
por dos cuadriláteros, A— B—G—H, cuerpo principal de un edificio, 
y C—D—E— F, cuerpo anexo al mismo. 

La condición dada es que las cuatro vertientes correspondientes al 
primer cuadrilátero tienen igual pendiente, indicada por sus líneas 
M-—-N—-O—-P, de idéntico intervalo, sucediendo lo propio con las tres 
caras del cuadrilátero G—D—E— F, cuyas líneas de máxima pendiente 
Q—R—S son iguales entre sí, pero distintas de las del cuadrilátero 
anterior. 

Las intersecciones de las vertientes correspondientes al primer cua- 
drilátero quedan definidas con la determinación de los puntos X—Y 
procedentes de los comunes a las bisectrices de sus ángulos. De igual 
manera quedará conseguido el punto Z del segundo cuadrilátero, por 
ser Z—D y Z—E las bisectrices de los ángulos D y E, respectivamente. 

La intersección I de las dos vertientes correspondientes a los lados 
C—D y E—F quedará también definida por ser horizontal, hallándose 
su punto V de intersección con la vertiente B—G—-Y, al analizar cuál 
es la horizontal de dicha vertiente, que se halla a la misma altura que IJ, 
medida ésta sobre la línea de máxima pendiente, R o Q. 

Conocido el punto V, común a la recta I y a la vertiente C—D, se 
completará la intersección trazando las rectas V—C y V—F. 
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Figura 216. En este caso, el espacio a cubrir es el mismo que el 
de la figura anterior; pero con la particularidad de que ahora los puntos 
del cuadrilátero C—D—E— F se hallan todos afectados de la cota (—-1). 


A (0) B0) 


HO) G(0) 


Fig. 216. — Los puntos de arranque del cuerpo principal A—B—G—H son 
distintos de los del anexo C—D—E—F. 


La determinación de los puntos X—Y—Z—-V se consigue de la 
misma manera que en el caso de la figura 215; pero para la determi- 
nación de las intersecciones de las vertientes correspondientes a C—D 
y a E—F con la de G—B, habremos de tener en cuenta que el punto C, 


z(0) 


Fig. 217. — Las pendientes del cuerpo anexo CDEF son mayores que las del 
cuerpo principal ABGH. 


así como el F, no se hallan a la misma altura que la recta G— B, motivo 
por el cual determinaremos los puntos K y L de cotas cero situados en 
las vertientes en cuestión, y que habrán de unirse con el punto V para 
que quede así completada la distribución de las aristas. 


— 140 — 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


Figura 217. En las mismas circunstancias que en los casos ante- 
riores, nos encontramos con que la recta I no corta a la vertiente del 
lado G—D en un punto situado dentro del triángulo B—Y—G que le 
corresponde, y entonces tendremos que prolongar la vertiente corres- 
pondiente al lado A— B hasta su encuentro con la arista correspon- 
diente, y esto se consigue aplicando el caso ya resuelto en ocasión de 
la figura 208, en que se hallan las intersecciones de estos dos planos 
utilizando los puntos a y b en que se cortan las trazas horizontales de 
las distintas vertientes, y uniéndolas con V, determinado en la misma 
forma que en los casos anteriores; es decir, buscando la horizontal de 
la vertiente de A— B, que se halla a la misma altura que I. Sería virtual 
el punto V’ en que la arista I corta a la vertiente B—G; pero nos sirve 
como comprobación, ya que los puntos V'—e—F se han de hallar en 
línea recta, así como los C—d—V”. 


Fig. 218. — Se determina las pendientes de las vertientes del cuerpo anexo 
CDEF, con la condición de que V sea un punto de la arista B—Y. 


Figura 218. En este sistema de representación se pueden resolver 
problemas de esta naturaleza muy variados, entre ellos el que aparece 
en la figura de referencia, donde, partiendo del espacio a cubrir, idén- 
tico al representado en las figuras 215, 216 y 217, se determina la pen- 
diente que han de tener las vertientes correspondientes a los lados 
C—D, D—E y E-F, iguales entre sí, pero con la condición de que la 
arista I corte a la B—Y: conocida, como anteriormente, la posición de 
la recta I, así como la de las Z—.D y (por Z—E ser iguales las pendien- 
tes de las tres caras), se determina el punto V como encuentro de la 
recta I con la ya citada B—Y. 

En este caso, y por corresponder el punto V al de intersección 


de la horizontal de altura + 4 (horizontales de las vertientes 4—B 
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y B—G de la misma altura), vemos que sabiendo las cotas de los pun- 
tos de arranque, C (O) y D (0), se consigue la línea de máxima pen- 
diente de las vertientes en cuestión. 

Figura 219. El espacio a cubrir está constituído por un polígono 
exterior A—B—C—D—-E de cota cero, y un rectángulo interior, 
F—G—H—K, también de cota cero. 

Este caso corresponde al espacio a cubrir de un edificio de 

planta irregular con 


pa q un patio interior. Las 


pendientes de las ver- 
j 


tientes son idénticas 
en todas sus caras, y 
aplicando los conoci- 
mientosadquiridos por 
los casos anteriores, lo- 
gramos el polígono de 
separación de vertien- 
de, tes a—b—c—d—e—f 
—g—h—i, donde des- 
empeñan un papel 
esencial las trazas 
titti, que 
nos permitirán hallar 
la intersección de los 
planos de las distintas 
vertientes cuando no 
queden directamente 
> z determinados, por si- 
E(0) es li D(0) metría, como lo son 


los B— —d, G— 
Fig. 219. — Espacio irregular con patio interior a cubrir con los B c, C—d, e, 
vertientes de igual pendiente. —f, etc. 


Casos particulares de intersección de planos en el sistema diédrico. 
Intersección de dos planos proyectantes. (Fig. 220.) 

Nos hallamos en presencia de la determinación de la recta común 
de dos planos, el uno proyectante horizontal P—-P”,, y el otro proyec- 
tante vertical R—R!,. 

Es indudable que utilizando los planos de proyección como pla- 
nos auxiliares, obtenemos dos puntos de la intersección buscada, 
que son sus trazas h—h’ y v—v', pudiendo por tanto anotar la intersec- 
ción: i—i". 

Como se observa, las proyecciones de esta intersección se confunden 
con las trazas de los planos; es decir, i con P e ¿' con R',, lo cual con- 
cuerda con las características de los planos en cuestión, que al ser pro- 
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yectantes tienen la propiedad de que todo elemento que contengan se 
proyecta según su traza. (Véanse las figuras 120, 121, 122 y 123.) 
Intersección de un plano cualquiera P—-P”, con otro paralelo a la línea 


de tierra R—R',. (Fig. 221.) 


Seguiremos el mismo artificio de hallar 


Fig. 220. — Intersección de dos planos Fig. 221. — Intersección de un plano para- 


proyectantes. 


lelo a la línea de tierra con otro cualquiera. 


las trazas de esta recta de intersección: h—h’ y v—v”, que nos la deter- 


minan: i—i". 


Las trazas homónimas de los dos planos se cortan fuera de los limites 
del dibujo. Primer caso. (Fig. 222.) Tratamos en ésta de hallar la 


intersección de dos planos 
P—P', y R—R',, situados 
de tal manera quesus trazas 
verticales se corten fuera 
de los límites del dibujo. 
Tomemos como primer 
plano auxiliar el horizontal 
de proyección que nos pro- 
porciona el punto traza ho- 
rizontal de la intersección: 
h—h', y luego, como se- 
gundo plano auxiliar cual- 
quiera otro horizontal: H”,, 
el cual nos producirá las 
horizontales s—s” y s,—s', 
(determinadas, como ya sa- 


Fig. 222. — Intersección de dos planos cualesquiera, 
siendo estéril el plano vertical de proyección. 


bemos, por sus trazas verticales v—u' y v,—v”,, respectivamente). 
Estas dos horizontales nos proporcionarán el punto común a ellas: 
a—a', que también lo será de los dos planos en cuestión; es decir, 
será otro punto de la intersección buscada i—i’. 
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Como comprobación, la recta de referencia, correspondiente a v,, 
proyección horizontal de la traza vertical de la intersección, habrá de 
converger en el mismo punto v'., perteneciente a la vez a ¡'aR',yaP',. 

Segundo caso (Fig. 223): 
En este caso, las trazas 
P—P', y R—R', de los pla- 
nos se cortan dos a dos fue- 
ra de los límites del dibujo; 
entonces utilizaremos como 
primer plano auxiliar el pa- 
ralelo al vertical: V, que 
nos determinará las fronta- 
les FS" y f.—S', (determi- 
nadas por sus trazas h—h' 
y h,—h',, según ya sabe- 
mos), que dan lugar al 
punto común a—a”. 

Como segundo plano auxi- 
liar emplearemos uno hori- 
zontal cualquiera H”,, que 
nos determinará las hori- 
zontales s—s' y si. —s', 
(partiendo asimismo de los 
jaa puntos v—v’ y vu —u'). 
Fig. 223. — Las dana doo cortan fuera de los Estas dos horizontales se 

cortan en el punto común 
a los dos planos: b—b', quedando por éste y por el a—a”, determina- 
das las dos proyecciones de la intersección: i—i". 

Como comprobación, la 
recta de referencia de h', 
será concurrente en h, con 
P—i—R; y de la misma 
forma, la recta de referen- 
cia de v, convergerá en vu”, 
con R',—i'—P”,. 

Figura 224. Existe otro 
procedimiento sencillo para 
conseguir resolver este pro- 
blema, a veces, con alguna 
simplificación. Los planos 


Fig. 224.—El mismo caso de la figura anterior resuelto 
dados son, como en el caso con un plano paralelo a uno de los dados. 


anterior: P—P”, y R—R',. 
Aunque no hemos estudiado el paralelismo entre planos, podemos 
adelantar sin perjuicio alguno, el que rectas y planos paralelos se pro- 
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yectan en este sistema con sus correspondientes elementos paralelos 
también, por lo que trazaremos el plano r—x',, paralelo a P—P”,, que 
corte al plano R—R”, en condiciones normales, dándonos lugar a una 
intersección m—m?' a la que habrá de ser necesariamente paralela la i—i’ 
que buscamos; es decir, que hemos conseguido el punto impropio de 
la recta i—i”. 

Necesitando otro punto de la intersección buscada, utilizaremos 
ahora como plano auxiliar el H',, como en los casos anteriores, y 
obtendremos a—a”'; bastará trazar las proyecciones i—i’ homónimas 
y paralelas a m—m', respectivamente. 


SN 
XN 
Fig. 225. — Intersección de dos planos paralelos 
a la linea de tierra. 


Intersección de dos planos paralelos a la línea de tierra. (Fig. 225.) 

Los planos son P—P”, y R—R',. 

De antemano sabemos que al ser paralelos a la línea de tierra estos 
dos planos, su intersección también habrá de ser paralela a la misma, 
con lo que tenemos ya el punto impropio de la intersección deseada. 
Bastará el conocimiento de otro punto para de esta forma poderla 
proyectar. 

Para ello elegiremos el plano auxiliar cualquiera S—S”,, el cual 
nos dará las intersecciones i—i’ e i—i’, con cada uno de los planos 
dados, intersecciones que se obtienen repitiendo el problema ya resuelto 
en la figura 221. Así logramos el punto común a—a', perteneciente 
a P—P', y a R—R',, por el cual trazaremos I—T'. 
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Intersección de un plano cualquiera R—R' con otro perpendicular 
al segundo plano bisector P—P",. (Fig. 226.) 

Utilizando como planos auxiliares los de proyección, resolveremos 
con toda facilidad la determinación de las proyecciones i—i’ de la inter- 
sección, tal y como si se tratara de dos planos cualesquiera. 


Fig. 226.— Intersección de un plano perpen- Fig. 227. — Intersección de dos planos per- 
dicular al 2.” bisector con otro cualquiera. pendiculares al segundo bisector. 


Intersección de dos planos P—P”, y R—R', perpendiculares al segundo 
plano bisector. (Fig. 227.) 

Al utilizar el plano horizontal de proyección, como plano auxiliar, 
obtenemos el punto h—h', y em- 
pleando el vertical, el v—ou”, resul- 
tando así determinadas las proyeccio- 
nes de la recta de intersección i—i, 
recta de perfil que podemos manejar, 
pues conocemos dos de sus puntos. 
(Véanse las figuras 102 y 103.) 

Intersección de dos planos P—P”,, 
R—R',, de trazas paralelas. (En este 
caso, P—R.) (Fig. 228.) 

Utilizando el plano vertical como 
plano auxiliar, conseguimos el pun- 
to v—v’, y el plano horizontal nos da 
como punto común el h_—h'_, lo 
que se traduce en que la recta inter- 
Fig. 228. — Intersección de dos planos sección i—i’ de estos dos planos es 


en que dos de sus trazas homónimas son p p 
j paralelas. la horizontal común a ambos. 
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Figura 229. 


Cuando se haya de manejar un plano (P) que pase por 


la línea de tierra, determinado por ésta y un punto A (véase fig. 128), 
será útil emplear un horizontal como plano auxiliar, en este caso el H,, 
que pase por el punto A, pues entonces el plano (P) cortará al auxi- 
liar H, según una horizontal S paralela a la línea de tierra, cuyas pro- 


Fig. 229. — Intersección de un plano 
que pasa por la linea de tierra con un 
horizontal. 


Fig. 230.—Cuando interviene un plano 

definido por la línea de tierra y un 

punto, se utiliza con ventaja como plano 

auxiliar el horizontal o el vertical que 
pasan por dicho punto. 


yecciones s—s' pasan respectivamente por a—a', proyecciones del 


punto dado A. 


En la figura 230, el plano en cuestión P—-P”,, determinado por el 


punto a—a”, seccionado por el pla- 
no auxiliar H”,, nos da la horizon- 
tal s—s'. 

Este artificio nos será muy có- 
modo cuando, como en el caso de 
la figura 231, se tenga que hallar, 
por ejemplo, la recta de intersec- 
ción del plano P—-P”,, definido 
por la línea de tierra y por el 
punto a—a', con otro plano cual- 
quiera R—R',. 

En efecto: 

Por de pronto, tenemos ya un 
punto de la intersección, que es 
doble: b—b', común a las trazas 
R—P y P',—R',, situado en la 
línea de tierra. Necesitamos otro 


Fig. 231. — Intersección de un plano deter. 
minado por la línea de tierra y un punto con 
el primer bisector. 
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punto de la intersección, y éste lo logramos utilizando como plano 
auxiliar el horizontal H, cuya traza vertical H’, pasa por la proyec- 
ción vertical a” del punto A, determinativo del plano P—P”. 

Este plano horizontal cor- 
tará al mencionado P—P', 
según la horizontal s—s', 
como acabamos de ver en las 
dos figuras anteriores, y a su 
vez con el plano R— R’, nos 
da la horizontal s,—s',. 

Las dos horizontales s—s” 
y S:—s’', se cortarán en un 
punto c—<c”, el cual, en unión 
del ya conocido b—-b', nos 
determinará la intersección 
pedida: i—i’. 

Intersección de un plano 
Fig. 232. — Intersección de un plano cualquiera cualquiera R—R', con otro de 

con otro de perfil. perfil P—P”,. (Fig. 232.) 
Utilizaremos los planos de 
proyección como auxiliares, los cuales determinarán los puntos 
traza h—h' y v—v', que darán lugar a la intersección i—i’; por ser 
de perfil, tiene como proyección vertical segunda: i”. (Fig. 103.) 

Figura 233. Los planos da- 
dos en este caso son: 

El P—-P'”,, de posición nor- 
mal, y el R—R',, cuyas trazas 
aparecen invertidas. 

Aplicaremos el procedimien- 
to general ya conocido; utili- 
zando el plano horizontal de 
proyección veremos que las tra- 
zas homónimas P—R nos pro- 
ducen el punto h—h’ de la in- 
tersección, y las trazas verti- 
cales P',—R', nos dan otro 
punto v—v’, quedando así defi- 
nida la intersección i—i". 


Fig. 233. — Intersección de los planos: 
Observación. Al analizar los P—P', y RR',. 


datos vemos que no se trata de 

ningún caso particular ni notable, pues las trazas prolongadas más allá 
de la línea de tierra (son indefinidas siempre) nos sitúan dentro del 
caso general tratado. 
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Intersección de dos planos P—P*,, R—R',, cuyas trazas se cortan en 
el mismo punto de la línea de tierra 1—1’. (Fig. 234.) 

Como es lógico, este punto 1—1” pertenecerá a la intersección que 
tratamos de buscar. 

Para conseguir otro punto de la misma emplearemos como plano 
auxiliar el horizontal H',, por ejemplo, que nos proporcionará las 


Fig. 234. — Intersección de dos planos Fig. 235. — Intersección de un plano cual- 
que pasan por el mismo punto de la quiera con el segundo bisector. 
línea de tierra. 


horizontales s—s” y s,—s',, que tienen común el punto a—a' de la 
intersección i—i’, la cual, como aparece en la figura, será totalmente 
oculta. 


Intersección de un plano cualquiera P—P’, con el segundo plano 
bisector. (Fig. 235.) 

Nos hallamos ante un caso parecido al representado en la figura 231, 
con la particularidad de que el punto que determina el plano bisector 
es el doble a—a’. 

Como sabemos de antemano que la intersección que buscamos, por 
ser una recta de dicho plano bisector, es doble, simplificaremos la cons- 
trucción de la figura 231 ya referida, al utilizar como plano auxiliar 
el H”,, sin que haya de pasar por el punto a—a”', pues bastará trazar 
una horizontal cualquiera del plano P—-P”,: s—s”, para conseguir su 
punto doble c—<”, que pertenecerá a la intersección i—i’, definida ade- 
más por el punto b—-b”. 
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Intersección de un plano paralelo a la línea de tierra con el primer 
plano bisector. (Fig. 236.) 

Podemos resolver este problema siguiendo el camino indicado en la 
figura 231; pero nos será más breve el emplear, en este caso, la propie- 


B P 


Fig. 236. — Intersección de un plano 
paralelo a la línea de tierra con el 
primer bisector. 


dad de que goza el punto de este Fig. 237. — Intersección de dos planos paralelos 
bisector, y es que equidistan sus a la línea de tierra. 


proyecciones de la línea de tierra. 

Para ello, y sabiendo que la intersección i—i’ de estos dos planos 
ha de ser paralela a la línea de tierra, por serlo ellos también, quedará 
definida con el conocimiento de un solo punto, y éste será el del pri- 
mer bisector: b,—b',, de una recta cualquiera r—r”, elegido sobre el 
plano P—P”,. 

Figura 237. También podíamos haber resuelto este mismo proble- 
ma auxiliándonos de la proyección vertical segunda, donde aparecen 
las trazas P” y B” del plano dado y del primer bisector, respectiva- 
mente, que nos proporcionan el punto b”, que referido al sistema pri- 
mitivo nos da el b—b’, por donde han de pasar las proyecciones de 
la intersección i—i’. 


Casos particulares de intersección de planos en el sistema axonométrico. 

Intersección de un plano cualquiera p'—p*—-p'”, con otro q—<""—<q!'” 
paralelo a la cara X—0O—Z. (Fig. 238.) 

Utilizando las caras X—O—Y y Z—O—Y como planos auxilia- 
res, conseguimos los puntos a'—a'*—a'” y b'"—b'""—b', que nos deter- 
minan a su vez las proyecciones directas I y laterales i'—i”"—i’” de 
la intersección buscada. 

Como observación se hace constar que el plano dado g’ y q” es 
proyectante, y por ello i’ e i” se confunden con q' y q'”, resultando ser 


la recta de intersección I una frontal del plano P. 


=] 


© Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


Intersección de un plano cualquiera con otro que pasa por un eje. 
(Fig. 239.) 

Sean los planos: p—p”—p” y PAZ, (a—q" = 0—7). 

La intersección tendrá, desde luego, como punto que le pertenece, 
el a'—a”—a'” en que se cortan 
las trazas p'—p”” con el eje O—Y 
(qa—"". 

Además, el punto B también 
pertenece a la intersección, por lo 
que queda definida mediante los 
puntos ya mencionados A— B. 

Es de observar en este caso 
que el plano Q es proyectante con 
respecto de la cara X—O—Z, por 
lo que i” coincide con q”. 


Fig. 239.—Intersección de un plano cuglquiera 
con otro que pasa por un eje. 


Fig. 238.— Intersección de un plano cualquiera 
con otro paralelo a una cara del triedro. 


Intersección de un plano cual- 
quiera con otro que pase por el ori- 
gen. (Fig. 240.) 

Los planos son: p'—p”-——p”” 
y qa —<q"”. 

Nos son suficientes los puntos 
A—B de la intersección que se 
obtienen al utilizar las caras Z—0O—Y y X—0—Z, no siéndonos 
necesaria la intersección q’ del plano Q con la cara X—O—+Y. 


Fig. 240.—Intersección de un plano cualquiera 
con otro que pasa por el origen. 
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Figura 241. En la figura de referencia se halla la intersección de 
los planos p'—p"-——p"” y qa—<q"—<4"", no diferenciándose en nada este 
caso del general, pues existen 
Z normalmente dos caras que 
se pueden utilizar como pla- 
nos auxiliares. La disposición 
de las trazas de estos planos 
es algo especial; pero no se 
puede considerar como caso 
particular, debiéndose proce- 
der en la forma ordinaria co- 
nocida. 

Intersección de dos planos 
paralelos al eje O—Z. (Figu- 
ra 242.) 

Los planosson: p'—p*—p”” 
y a-—q"-—4"”; dan lugar a 
una recta común I de pun- 
ta con respecto a la cara 
Fig. 241. — Intersección de dos planos cualesquiera. X—O—Y, paralela, por tan- 

to, al eje O—Z. 

Determinación de la traza ordinaria de un plano cualquiera. 

Sabemos, según la página 111, que la traza ordinaria de un plano 
está situada en el plano de 
representación Tr, y que es 
extraordinariamente útil para 
manejar el plano en este siste- 
ma de representación. Por ello 
haré la siguiente observación: 

El plano v de proyección, 
según queda especificado en 
el capítulo 11 al describir el 
fundamento del sistema axo- 
nométrico isométrico, forma 
ángulos iguales con las tres 
aristas del triedro trirrectán- 
gulo. Mientras no se especifi- 
que lo contrario, se elige su 
posición de tal manera que 
contenga el vértice O del 


/ Fig. 242. — Intersección de dos planos paralelos a 
triedro. un eje. 


Figura 243. Esto nos 
quiere decir que cualquier plano paralelo a ndeterminará sobre cada una 
de las tres aristas de dicho triedro segmentos iguales, dando lugar a 
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que en el plano del dibujo las trazas de dicho plano paralelo a n con 
las caras del triedro fundamental se proyecten según los lados de un 


Fig. 243.—Traza de un plano paralelo al de referencia Tr. 


triángulo equilátero: tal 
es el caso del plano 
p'— p"— sn 

Pero siendo el plano 
infinito en extensión, tam- 
bién lo serán sus trazas, 
por lo que la p', por 
ejemplo, será la recta in- 
definida que se representa, 
de la cual una parte, la 
de trazo lleno, será única- 
mente vista por hallarse 
en el primer cuadrante. 
Sucede exactamente lo 
mismo con las otras dos 
trazas: p"— p” 

Si a partir de la posi- 
ción del plano P vamos 
acercando el plano para- 
lelo a v hacia el origen O, 
obtendremos posiciones ta- 


les como las de los planos Q y R, que darán lugar sobre las mismas 


caras del triedro a trazas 
paralelas, también infini- 
tas en extensión, pero 
cuya parte vista va dis- 
minuyendo hasta lograr 
ocupar el plano v la posi- 
ción real en el origen O, 
por lo que sus trazas 
a —a"—n'”” serán todas 
ellas ocultas y pasarán por 
el origen O. (Fig. 244.) 

Como resumen, tendre- 
mos que n' será la traza 
del plano x de representa- 
ción con la cara X—0—Y, 
y mn “—a”” las producidas 
por las caras X—0—Z 
y Z—O—Y, respectiva- 
mente. 


Z 
Sk ? 
NX #. 
7 ¿> 
A / 
A # 
y / 
> / 
x’ 1 A” 


/ ` 
ia” ya” 
y ~ 
£ Ay 
Fig. 244. — Sistema axonométrico: Traza de las caras 


del triedro con el plano de referencia n. 
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Figura 245. Para conseguir la traza ordinaria P del plano (P), 
utilizaremos como planos auxiliares dos de las caras del triedro: To- 
mada la cara (X)—O-—(Y) 
tenemos, en el espacio, (a”) 
como punto común a n’ 
y a (p'), y en la proyec- 
ción: a' común a rn” y a p’. 
Se aprecia que (a') y a' 
son dobles, por estar en 
el plan x=, quedando así de- 
finido un punto de la inter- 
sección. 

De la misma manera 
operaremos con su otra 
cara. 

Figura 246. Lo ante- 
riormente expuesto nos va 
a permitir realizar la cons- 


Fig. 245. — Sistema axonométrico: Traza de una cara 
del triedro con el plano de representación 7. 


trucción en el plano del di- 
bujo. 
X Utilicemos como plano au- 
xiliar la cara X—O—-Y, que 
determina el punto A, común 
a p' yr. 

Elijamos ahora como pla- 


Fig. 246. — Sistema axonométrico: Determinación PO auxiliar la cara Z—O—Y, 
de la traza ordinaria de un plano cualquiera. y así conseguiremos el pun- 
to B, común a p” yan”, 

quedando así definida por estos dos puntos A y B la traza Tp. 
Como comprobación, p” yn” nos darán el punto C, perteneciente 


a dicha traza ordinaria Tp. 
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Determinación de la traza ordinaria de un plano que pasa por el 


origen O. (Fig. 247.) 


El plano está dado por sus trazas p'—p””. 
El artificio que utilizaremos es el de trasladar el plano x= de pro- 
yección a una posición cualquiera tal que (r')—(=”)—4n””). 


Fig. 247. — Sistema axonométrico: Traza ordinaria 
de un plano que pasa por el origen. 


La intersección 7 de estos dos planos, determinada por los pun- 
tos A y B nos dará el punto impropio de la traza Tp pedida, la cual, 
como sabemos, ha de pasar por el origen O, por definición. 


Casos particulares de inter- 
secciones de planos en el siste- 
ma cónico. Intersección de un 
plano cualquiera Ep—Lp con un 
plano perpendicular al geome- 
tral Trz—Lz. (Fig. 248.) 

Esta intersección I—i no 
ofrece particularidad notable 
alguna, y se determinará me- 
diante los puntos T, y F, se- 
gún sabemos. (Fig. 204.) 

Lo único interesante de este 
caso es que la proyección hori- 
zontal í coincide con la traza 
horizontal r del plano R, por 
tratarse de un plano proyec- 
tante horizontal. 


Fig. 248. — Sistema cónico: Intersección de un 
plano cualquiera con otro proyectante horizontal. 
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Intersección de un plano cualquiera P con otro R que pasa por la 


línea de tierra. (Fig. 249.) 


En este caso, el punto T, de la intersección es el común a la línea 


Fig. 249.— Sistema cónico: Intersección de un plano 
que pasa por la línea de tierra con otro cualquiera. 


de tierra y a Tp, quedando la recta de intersección J—i definida por 


dicho punto y por el de fuga F—f. 


Intersección de dos planos P y R cuando sus trazas Tp—T se 


Fig. 250. — Sistema cónico: El plano del cuadro 
es estéril para hallar la intersección. 
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cortan fuera de los límites del 
dibujo. (Fig. 250.) 

Bastará, como siempre, ha- 
llar dos puntos de la inter- 
sección; uno de ellos utili- 
zando como plano auxiliar 
el plano impropio que nos 
determina su punto de fuga 
F—f, y otro el plano geome- 
tral que nos proporcionará 
el punto T,, encuentro de 
las respectivas trazas hori- 
zontales r—p de los planos 
dados. 

Como comprobación, la rec- 
ta de referencia de t, conver- 
gerá en el mismo punto T., 
común a T,—Tp e I. 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


Intersección de un plano P, paralelo a la línea de tierra con el geo- 
metral. (Fig. 251.) 
Esta recta p que se trata de determinar está sujeta a dos condiciones: 
7 7 1.2 Ser el lugar geométrico 
2 2 de las trazas todas las rectas 
del plano en cuestión con el 
plano geometral; y 

2.2 Ser paralela a la línea 
de tierra, por serlo Tp. 

Con ello tenemos indicado 
el camino para conseguir 
esta traza p. Se elegirá una 
recta cualquiera R—r situa- 
da en el plano en cuestión, 
i , , , mediante dos puntos cuales- 
Pie arg Sir cio, Interecón dealer quiera, Tot, y F—f, situa 

dos sobre la traza Tp y sobre 
la recta límite Lp, respectivamente, y se hallará su traza T, con el 
geometral, por donde se habrá de trazar p, paralela a la línea de tierra. 


Intersección de dos planos paralelos a la línea de tierra : P—R. (Fig. 252.) 

Sabemos que la recta de intersección que buscamos, siendo paralela 
a la línea de tierra, ha de representarse mediante dos rectas I—i, 
también paralelas a la línea de tierra. Esto se traduce en que ya cono- 
cemos un punto de la intersección pedida: su punto impropio. 


Fig. 252. — Sistema cónico: 
Intersección de dos planos 
paralelos a la línea de tierra. 


Bastará para determinarla conseguir otro que le pertenezca, y esto 
se logra utilizando como plano auxiliar uno cualquiera, S—(T,—L,), 
que nos producirá las rectas Sp—Sp Y Sr —S2 en cada uno de los dos 
planos P y R, respectivamente, las cuales se cortan en el punto A—a 
que tratábamos de lograr. 


a 
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Intersección de dos planos P y R situados en tal forma que ni sus 
trazas Tp—Tz, ni sus rectas límites Lp—L, se corten dentro de los limi- 
tes del dibujo. (Fig. 253.) 

El artificio que en este caso utilizaremos es el de emplear como 
planos auxiliares: 1.9, el plano geometral que proporciona el punto T, 
de la intersección; y 2.9, un plano cualquiera, en este caso paralelo a 
la línea de tierra S—(T;—Ls), el cual, y según hemos visto por casos 


Fig. 253. — Sistema cónico: Intersección de dos Fig. .— Intersección de 
planos cuando sus trazas y sus rectas límites se naa con UR plano. ikiii 
cortan fuera del dibujo. 


anteriores, nos da otro punto A—a de la intersección deseada, que 
queda, por tanto, definida. 

Como comprobación, f será proyección de F, punto de convergen- 
cia de las tres rectas L;—Lg—I. 

Igualmente apreciamos que la línea de referencia de t, converge 
en el mismo punto con Tp—I y Tr. 


Intersección de una recta cualquiera con un plano. (Fig. 254.) 

Sean el plano P y la recta R, cuyo punto común A tratamos de 
determinar. 

El procedimiento consistirá en hallar la intersección I de un plano 
cualquiera Q que pase por R con el plano dado P, para luego ver el 
punto de encuentro de 7 y R, que será la finalidad del problema. 
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Resolución en el sistema acotado. (Fig. 255.) 
Se trata de hallar el punto común al plano dado por su línea de 
máxima pendiente MP de cotas: (O) y (+ 6), y ala recta R, de cotas: 


Fig. 255.—Sistema acotado: Intersección de recta 


y plano. 


(+ 2) y (+ 5). Haremos pasar por R un plano, integrado en este caso 
por dos horizontales cualesquiera: q. y q, de dirección arbitraria. Las 
horizontales del plano dado: p: y ps, de misma altura, cortan a las 
anteriores en los puntos B (+ 2) y C (+ 5), respectivamente, que 
determinan la intersección 1, la cual cortará a la recta R en cuestión 
en el punto A pedido, que resulta ser de cota (+ 3,95). 


Sistema diédrico. (Fig. 256.) 

El plano dado lo está por 
sus trazas P—P”,, y la recta 
R por sus proyecciones r—r”. 
De todos los planos Q que 
pudiéramos elegir pasando 
por la recta R, uno de los 
que nos dan solución sencilla 
es el proyectante. Hemos ele- 
gido, en este caso, el proyec- 
tante vertical Q—Q”,, que 
tendrá por intersección con 
el dado P la recta i—i’ deter- 
minada por los puntos h—h' 
y v—v' (i' confundida con Q’, 
y, por tanto, con r’. (Pág. 93, 
figs. 120 y 121.) 

Por hallarse en el mismo 
plano Q—O”,, las rectas r—r' 
e i—1' nos dan el punto solu- 
ción a—a?. 


Fig. 256. — Sistema diédrico: Intersección de recta 
y plano. 
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Sistema axonométrico. (Fig. 257.) 


El plano dado P tiene por trazas p"—p”—p””, y la recta por pro- 


yecciones R y r’. 


Fig. 257. — Sistema axonométrico: Intersección de 


recta y plano. 


Elijamos como plano auxiliar Q el proyectante que nos origina r', 


o sea: q|—q'"—<4"”, paralelo al eje O—Z. 


Estos dos planos dan lugar a la intersección I—i” (i' confundida 
con q' y r'), y las proyecciones directas I—R dan el punto solu- 


Fig. 258.— Sistema cónico: Intersección de recta y plano. 
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ción A—a”. 

Sistema cónico. (Figu- 
ra 258.) 

El plano dado es el 
Tp—L?, y la recta, R—r. 

Elijamos como plano 
que contiene la recta 
R—r, su proyectante so- 
bre el geometral T¿—Lo, 
cuya traza q se confunde 
con r. 

Hallemos la intersección 
de estos dos planos I—i 
utilizando los puntos T. 
y T, (í confundida con gq 
y con r). 

Las proyecciones direc- 
tas R—I nos proporcionan 
el punto pedido A—a. 
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Figura 259. Será conveniente a veces saber hallar la intersec- 
ción de una recta R con un plano P, definida por dos rectas. 

En este caso, por las M—N, cuyo punto común es U. 

La resolución de este problema consiste, como en el caso anterior, 


Fig. 259.—Intersección de una recta 
con un plano dado por dos rectas. 


en hacer pasar por la recta R un plano cualquiera Q, el cual cor- 
tará a cada una de las rectas M y N en los puntos J—K, que deter- 
minarán la intersección I de los ya citados planos P y Q por lo que luego 


queda definido el punto pedido A. 


Resolución de este problema en el 
sistema acotado. (Fig. 260.) Supon- 
gamos dado el plano por las dos rec- 
tas: M, de cotas O (+ 4), y N, de 
cotas (+ 1) y (+ 5), que tienen 
común los puntos M (+ 4), y la 
recta R, de cotas O (+ 6). 

Nos será más cómodo hallar la 
intersección T utilizando las horizon- 
tales po. y p. del plano M—N, y las 
do Y qa, de dirección cualquiera, si- 


+6 


Fig. 260. — Sistema acotado: Intersección 
de una recta con un plano dado por dos 
rectas. 


tuadas en el plano Q que contiene R. La recta I determina en R el 


punto solución: A. 


Nota: Dada la particularidad de este sistema, en realidad se ha resuelto el mismo caso 


de la figura 250. 
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Sistema diédrico. (Fig. 261.) 

El plano está dado por m—m' y n—n”', que se cortan en el pun- 
to u—u', y la recta en cuestión es r—r”. 

Elijamos como plano auxiliar que contenga a la recta R el pro- 
yectante horizontal Q—Q”,, el cual nos determinará los puntos k—j; es 
decir, į (todos ellos confundidos con Q y r), que se referirán a sus res- 
pectivas proyecciones verticales en k’ y j’, viendo que ¿' corta a r'en 
el punto a”, que con su referido a dan el punto buscado. 


Fig. 261.—Sistema diédrico: Inter- 
sección de una recta con un plano 
dado por dos rectas. 


Fig. 262. — Sistema axonométrico: Intersección 
de una recta con un plano dado por dos rectas. 


Sistema axonométrico. (Fig. 262.) Las rectas dadas son M-—m' y 
N—n', que tienen común el punto U—u', y la recta cuya intersección 
se trata de averiguar es R—r'. 

Se elige como plano auxiliar el proyectante Q, que nos da los pun- 
tos K—k' sobre la recta M-—m', y el punto J—j'’ sobre la recta N—n”, 
con lo cual se obtiene la proyección directa I de la intersección. Esta 
y la R nos dan el punto deseado A, que se proyecta en a”. 
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Sistema cónico. (Fig. 263.) 


El plano está determinado por: M—m y N—n, cuyo punto común 


es U—u; la recta es R—+r. 


Emplearemos en este caso, como plano auxiliar, el proyectante de 


la recta R en cuestión sobre el 
geometral cuya traza horizontal 
es q, confundida con r, por lo que 
conseguimos inmediatamente los 
puntos j y k, que definen i, los 
cuales referidos a la proyección 
directa nos dan J y K, respecti- 
vamente, es decir, I, que cortará 
a la recta R—r en el punto desea- 
do A—-a. 


Recta que corta otras tres. (Fi- 
gura 264.) 

Este problema tiene siempre 
infinitas soluciones. 


Fig. 263. — Sistema cónico: Intersección de 
una recta con un plano dado por dos rectas. 


Las rectas R—S—-T han de estar situadas desde luego en posición 
tal que se crucen dos a dos, pues de lo contrario el problema no tendría 


Fig. 264. — Recta que se apoya en otras tres. 


objeto. La solución del mismo 
consistirá en: 

Elegido, por ejemplo, un punto A 
de una de ellas, S, se determina 
la intersección 7 de los planos P 
y Q, constituídos por el punto 
elegido A y cada una de las rectas 
R y T, respectivamente, por lo que 
necesariamente la recta I cortará 
a las otras dos, R y T, en los pun- 
tos B y C. 

También se puede hallar la rec- 
ta I como unión del punto elegi- 
do A con el C, en que el plano OQ, 
formado por R— A, corta a la 
recta T. 

Este problema tiene una gran 
aplicación cuando, como veremos 
en el tomo II, tratemos de las 
superficies regladas alabeadas. 
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Resolución en el sistema acotado. (Fig. 265.) 

Sean las rectas R de cotas (— 4) y (+ 2), S de cotas O (+ 5) 
y T de cotas O (+ 8). 

Elegimos el punto A sobre S de cota (+ 5), y hallamos el plano Q 
determinado por dicho punto A 
y la recta R, trazando la recta 
auxiliar cualquiera A—( + 2). 

Este plano tendrá por traza qo. 

Hallemos igualmente el plano P 
constituído por A y T, trazando 
las horizontales p, y Po. 

Este plano cortará al anterior 
según la recta , que pasará 
necesariamente por el punto A 
y por el de encuentro de las tra- 
zas horizontales qo—Po, dándonos 

Fig. 265. — Sistema acotado: lugar a los puntos E y C, que 
Recta que corta a otras tres. Tesuelven el problema. 
Sistema diédrico. (Fig. 266.) 

Las rectas dadas son r—r' (de punta), s—s' (horizontal), y t—t' (frontal). 

Elijamos un punto cualquiera a—a' de la recta s—s”. 

Determinemos el plano constituído por dicho punto y la recta r—r”, 
que por ser ésta de punta con respecto al plano horizontal, hace que 


Fig. 266.— Sistema diédrico: 
Recta que corta a otras tres. 


dicho plano Q—(”, sea un plano proyectante, el cual nos proporciona 
directamente el punto c—c”, que unido al a’ de la proyección vertical, 
nos conduce a la determinación del b’, siendo la recta i—i’ la que 
responde a la cuestión. 
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Sistema axonométrico. (Fig. 267.) e 

Las rectas son R—r”, paralela a la cara X—O—Y. La S—s”, para- 
lela al eje O—2Z, y T—14', paralela al plano X—-0O—Z. 

Elegido un punto A—a' sobre S, determinaremos el plano Q for- 


Fig. 267. — Sistema axonométrico: Recta que se apoya en otras tres. 


mado por él y la recta R: q/—<4"—<4'”, que cortará a la recta T en el 
punto C—<”,siendo por tanto la recta I—i’ solución, la A—-C que corta 
a R en el punto B—b’. 


Nota: Para determinar el punto C—<” nos hemos auxiliado del plano proyectante 
N (n'—n''—n!''”) de la recta T—t', que nos ha dado la intersección auxiliar V—o”". 


Si tuviéramos libertad, podríamos haber elegido un punto tal que 
el B sobre la recta R, y el problema se hubiera simplificado notable- 
mente por ser la recta S paralela al eje O—Z. 
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Sistema cónico. (Fig. 268.) 

Las rectas son: R—r, perpendicular al geometral; S—s, paralela a 
él, y T—t, paralela al plano del cuadro. 

Elegido el punto A—a sobre S—s, hallaremos el plano P consti- 
tuído por este punto y por T—t: Tp—Lp, que se conseguirá uniendo, 
el punto A con un punto cualquiera M—m de la recta T—4, y deter- 
minando luego la intersección de este plano P con la recta R. Para ello 
nos valdremos del plano paralelo al plano vertical que pasa por R, 


Fig. 268. — Sistema cónico: Recta que corta a otras tres. 


cuya traza horizontal es x, que nos proporciona la intersección auxi- 
liar 1,, la cual nos define el punto B. Este punto B, unido al A, nos 
da la recta solución ĮI—i. 

Como comprobación, C—c han de hallarse en la misma línea de 
referencia sobre T—t. 

Se puede simplificar esta construcción determinando primeramente 
el plano constituído por el punto A—a y la recta R, pues entonces 
viene definida directamente i, y con ella conseguimos c, que al referirlo 
en C nos da la solución A— C y, por tanto, el punto B de la inter- 
sección T. 
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Recta que corte a otras dos y sea paralela a una tercera. (Fig. 269.) 
Este problema es un caso particular del anterior. 
Sean la recta r—r' de punta con respecto al plano horizontal, y la 
frontal s—s”. 


Fig. 269. — Sistema diédrico: Recta que corta a otras 
dos y es paralela a una tercera. 


Se trata de obtener una recta, X—X”, que se apoye en estas dos 
y sea paralela a la recta dada x—x”. 

Bastará trazar por r la paralela a x, determinándose así un plano 
(proyectante en este caso, por contener R) cuya traza es X. Este plano 
corta a la recta s—s' en el punto a—a'”, por el que trazaremos X', 
que tiene común con R el punto b—b”. 
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CAPITULO VIII 
POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS 


Paralelismo. - Rectas paralelas entre sí. - Planos paralelos entre sí. - Rectas y planos parale- 

los entre sí. - Perpendicularidad. - Recta perpendicular a un plano. - Plano perpendicular a 

una recta. - Planos perpendiculares entre sí. - Rectas perpendiculares entre sí. - Perpendicular 
común a dos rectas que se cruzan. 


PARALELISMO 


Rectas paralelas. En los tres primeros sistemas de representación, 
por tratarse de proyecciones cilíndricas, las rectas paralelas se proyec- 
tan también paralelas, pues al recordar que la proyección de una recta 


Fig. 270. — Rectas paralelas. Fig. 271.—Rectas paralelas en el sistema 
acotado. 


es la traza de su plano proyectante, siendo éstos paralelos entre sí, 
dan lugar a trazas paralelas. La figura 270 representa dos rectas R y 
R, paralelas entre sí, cuyos planos proyectantes tienen por trazas r y 
r,, proyecciones paralelas de las rectas en cuestión. 


Rectas paralelas en el sistema acotado. (Fig. 271.) Sean dos rectas 
paralelas R y R,, que forman el ángulo «æ con el plano v de represen- 
tación. Por la consideración anterior, sus proyecciones sobre dicho 
plano darán lugar a las paralelas r y r.. 

Es preciso tener en cuenta que no basta en este sistema la condi- 
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ción de que sean paralelas las proyecciones r y r,, pues en estas mismas 
condiciones de proyección se encuentran las rectas R y R,, por ejem- 
plo, pues por estar contenida R, en el mismo 
plano proyectante que R,, tiene su proyección 
ortogonal r, confundida con r,, no obstante 
formar con v un ángulo ß distinto del que for- 
man R y R, con él. 

Por este motivo, y como aparece en la fi- 
gura 272, las 
proyecciones r 
y r, de las dos 
rectas del es- E 
pacio habrán a 
de tener como 


condición el 
que adri de. TRAS mme 


representarse 

Fig. 272. — Sistema acotado. e 
Representación de rettas paralelas, ten r 27 

paralelas. gan el mismo 


intervalo. Esto 
se aprecia al comprobar que las rectas de Fig. 273. — Sistema diédrico: Repre- 
unión de puntos de la misma cota en las SER GE POS, POLI. 
dos rectas, resultan también paralelas. 
Aún se debe cumplir otra condición, y es: que el sentido del in- 
tervalo sea el mismo para ambas rectas. 
Como resumen, para que en el 
Z sistema acotado dos rectas repre- 
senten dos del espacio paralelas en- 
tre sí, habrán de reunir las tres 
condiciones siguientes: 1.2 Ser 
paralelas sus proyecciones. 2.* Te- 
ner el mismo intervalo. 3.2 Que 
dicho intervalo sea del mismo 
sentido en las dos rectas. 


e 


Rectas paralelas en el sistema 
diédrico. (Fig. 273.) Por las mis- 
mas consideraciones hechas ante- 
Fig. 274. — Sistema axonométrico: Represen- A s 4 

socón. de vuelos paralelos. riormente, las proyecciones homó- 
nimas r—r, y r'—r”, habrán de 


trazarse paralelas para que representen rectas paralelas del espacio. 


Rectas paralelas en el sistema axonométrico. (Fig. 274.) También 
aquí las proyecciones homónimas, tanto las directas R—R, como 
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cualquiera de los laterales r'”—r”,, por ejemplo, resultarán paralelas si 
proceden de rectas paralelas en el espacio. 


Rectas paralelas en el sistema cónico. (Fig. 275.) Según aparece 
en esta figura, las rectas paralelas del espacio (R)—AR,), cuyas 
proyecciones sobre el plano geometral son (r)—(r,), habrán de tener 
una representación en este sistema que obedezca a la ya conocida de 
una recta, motivo por el cual la obtención del punto de fuga F de 


Li 


(E) (Lo) 


Fig. 275. — Sistema cónico: Fig. 276. — Sistema cónico: Representación 
Rectas paralelas. de rectas paralelas. 


una de ellas, por ejemplo la (R), se obtendrá, como sabemos, hallando 
la intersección con el plano del cuadro v de la paralela a dicha recta 
trazada por el centro de proyección O. Pero por tener común las dos 
rectas en cuestión el punto impropio (F ~x), habrán de cortarse sus 
proyecciones respectivas R y R, en su punto de fuga; es decir, que serán 
convergentes en dicho punto F, tal y como se representa en la figura 276. 

Lo propio sucederá con las proyecciones horizontales r y r, de las 
rectas mencionadas, que fugarán en el mismo punto f, proyección de F. 

Como consecuencia, se aprecia que en este sistema el haz paralelo 
de rectas se representa mediante en haz convergente en el punto de fuga 
de la dirección de que se trata. 
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Planos paralelos entre sí. Planos paralelos en el sistema acotado. 
(Fig. 277.) Es indudable que siendo paralelos los planos P y P,, sus 
trazas sobre el plano de representación z habrán de ser también parale- 
las. Pero esta condición no es sufi- 
ciente, pues además sus líneas de 


Fig. 277. — Planos paralelos en el sistema Fig. 278. — Sistema acotado: Repre- 
acotado. sentación de planos paralelos. 


máxima pendiente MP y MP, habrán de resultar paralelas por tener que 
formar el mismo ángulo a con el mencionado plano de representación. 

Por este motivo bastará, para que dos planos paralelos queden 
representados en este sistema aco- 
tado, que sus líneas de máxima 
pendiente MP y MP,, tal y como 
aparecen en la figura 278, cumplan 
con la condición de ser rectas pa- 
ralelas. (Véase lo referente a la fi- 
gura 272.) 

No es preciso, para comprobar 
su paralelismo, el unir puntos de 
una misma cota, sino, como apa- 
rece en la figura, distanciadas con 
el mismo número de intervalos 
(4 x i), tomados en el mismo 


Fig. 279. — Sistema diédrico: Representación sentido que también nos indica se 


li lelos. — Pl lelo a otro ss 
md a por po un pri da. cumplen las tres condiciones. 


Planos paralelos en el sistema diédrico. (Fig. 279.) En este sistema, 
las trazas homónimas han de ser paralelas, tal y como sucede con los 
planos P—P”, y R—R',. Se puede, por tanto, con esta sola condición, 
trazar por un punto dado a—a' un plano paralelo a otro dado P—-P”,. 
Para ello trazaremos por dicho punto, por ejemplo, una horizontal 
h—h', la cual sabemos ha de tener su proyección horizontal h para- 
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lela a P, siendo h’ paralela a la línea de tierra. (Véase fig. 112.) Dibu- 
jada esta recta, obtenemos su traza vertical v—u”; por v' habrá de pasar 
la traza vertical del plano paralelo, consiguiéndola mediante la para- 
lela R’, que pasa por v’, y desde el punto donde ésta corte a la línea 
de tierra se trazará la recta R, paralela a P, traza horizontal del 
plano pedido. 


Planos paralelos en el sistema axonométrico. (Fig. 280.) También 
en este sistema las trazas homónimas son paralelas. Y para la obten- 


Fig. 280. — Sistema axonométrico: Repre- 
sentación de planos paralelos. — Plano 
paralelo a otro que pase por un punto dado. 


ción de un plano paralelo a otro que pase por un punto dado, emplea- 
remos el mismo artificio ya conocido desarrollado en relación con la 
figura anterior: 

Sea el plano P,, al cual vamos a trazar otro paralelo P que pase 
por un punto A—a'. Empezaremos por trazar la horizontal H—-h' por 
el punto en cuestión (véase fig. 140), la cual se proyecta paralelamente 
a P',. Determinadas sus trazas laterales, por ellas habrán de pasar 
las trazas P” y P'”, respectivamente, paralelas a sus homónimas 
P", y pr, 


Planos paralelos en el sistema cónico. (Figuras 281 y 282.) Sean los 
dos planos paralelos (S) y (Sı), los cuales tienen por trazas con el plano 
del cuadro rm las rectas S y S,; su recta impropia se proyectará según 
la recta límite ya conocida Ls, trazando por el centro de proyección O 
el plano S’ paralelo a los anteriores. 
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Esto nos da el procedimiento para conseguir la representación de 
planos paralelos en el sistema cónico, tal y como aparece en la figu- 
ra 282, donde las trazas S—S,, siendo paralelas, complementan con la 
recta límite común Ls la representación de dos planos paralelos. 

Las trazas horizontales s y s, de los planos paralelos fugarán asi- 


Fig. 281.—Sistema cónico: Planos paralelos, 


Fig. 282. — Sistema cónico: Representa- 
ción de planos paralelos. — Plano paralelo 
a otro que pase por un punto dado. 


mismo, como todas las demás horizontales, en el punto de encuentro 
de L, con la línea de horizonte. 

Para trazar por un punto A—a un plano paralelo a otro dado 
por su traza S, y su recta límite Ls, trazaremos una horizontal del 
plano en cuestión H—h que pase por dicho punto, con la condición de 
que fugue en el punto de encuentro de Ls con la línea de horizonte. 
De esta forma se obtiene su traza sobre el plano del cuadro, y por ella 
se dibujará la paralela S a S, que, en unión de Ls, completará la repre- 
sentación del plano paralelo que pase por el punto dado. 
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Rectas paralelas a un plano. (Fig 283.) Resulta indeterminada la 
posición de una recta que cumpla la condición exigida, por ser infi- 
nitas aquellas que la cumplen. Por 


este motivo bastará elegir una rec- 
ta R de un plano P y trazar una 
cualquiera R, que le sea paralela, 
pues entonces se cumplirá la con- 
dición de que la recta trazada R, 
tenga común con el plano dado 
se punto propio, es decir, le será 
paralela. 


Recta paralela a un plano dado 
en el sistema acotado. (Fig. 284.) 
El plano está dado por su línea 
de máxima pendiente, de cota O y 
(+ 6). Se ha trazado una recta R en Fig. 283. — Recta paralela a un plano. 
este plano, y por un punto cual- 
quiera del espacio otra R, que cumple con las condiciones de re- 
presentación estipuladas en relación con la figura 272. 


Recta paralela a un plano en el sistema diédrico. (Fig. 285.) Se em- 
pieza por situar una recta r—r' en el plano dado P—P',, eligiendo 


Fig. 284. — Sistema acotado: Recta para- Fig. 285. — Sistema diédrico: Recta 
lela a un plano dado. paralela a un plano. 


dos cualesquiera de sus puntos, que en este caso son: situado el uno 
en el plano horizontal y el otro en el plano vertical de proyección. La 
recta r,—r”,, cuyas proyecciones homónimas son paralelas a r—r', 
cumple la condición exigida. 
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Recta paralela a un plano en el sistema axonométrico. (Fig. 286.) 
Basta observar esta figura para, repitiendo una construcción análoga 


Fig. 286.—Sistema axonométrico: Recta paralela a un plano. 


en relación con la anterior, obtener la recta R,—r', paralela al plano 
dado P. 


Recta paralela a un plano en el sistema cónico. (Fig. 287.) Dado un 


Fig. 287.—Sistema cónico: Recta paralela a un plano. 


plano S—Ls, se eligen dos puntos T,—f, y F—f para situar en él una 
recta R—r; la recta R,—r, cumple la condición de ser paralela al plano, 
por fugar en el mismo punto F—f, siendo sus trazas: t,_, y T, 
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PERPENDICULARIDAD 


Teorema de las tres perpendiculares. (Fig. 288.) Por ser de fre- 
cuente aplicación, se recuerda el teorema mencionado, que dice así: 
Si dos rectas A— B y C— D son per- 
pendiculares en el espacio, y una de ellas, 
A— B, es paralela a un plano n sobre 
el cual se proyecta el conjunto de las dos 
ortogonalmente, se obtienen dos rectas 
proyección, a—b y c—d, que son tam- 
bién perpendiculares entre sí. 


Recta perpendicular al plano. Sis- 
tema acotado. (Fig. 289.) Sea P el pla- 
no y Q una recta perpendicular a él. 

En virtud del teorema anterior- _. 

r ii Fig. 288. — Teorema de las tres per- 
mente enunciado, la proyección q sobre pendiculares. 
el plano r de representación tendrá que 
ser perpendicular a la traza Tp del plano en cuestión con dicho plano m 
al ser, por definición, la recta perpendicular a todas las del plano P, 
incluso a la Tp. 

Con esto ya tenemos una condición que debe cumplir la repre- 
sentación de la recta perpendicular a un 
plano en este sistema. Sin embargo, no 
queda individualizada su posición en el 
espacio, y por ello 
debemos relacio- 
nar su pendiente 
con la del plano 
para que quede 
definida. 

A tal fin, y te- 
niendo presente 
la figura 290, Siip Fig. 290. — Relación de los 


Fig. 289. — Recta perpendicular a A intervalos de una recta y de 
un plano en el sistema acotado. es el intervalo co- un plano perpendiculares. 


rrespondiente a la 

línea de máxima pendiente de un plano, se verificará que ií, habrá de 
ser el intervalo correspondiente a la perpendicular al plano en cuestión, 
desprendiéndose la sencilla construcción que figura para la obtención 
de dicho intervalo i, que se detalla a continuación: 

Sobre uno de los extremos del intervalo ip se levantará la perpen- 
dicular y se tomará sobre ella el segmento u, es decir, la unidad de 
altura, determinando así el punto Y; unido éste con X, extremo de ip, 


O 
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nos permitirá construir el triángulo rectángulo en Y: X—Y—Z, de 
donde se deduce la siguiente relación por ser U media geométrica 
entre ip e iç: 

ip X lg = I 
o lo que es lo mismo: 


Lo que se traduce diciendo que los intervalos de la línea de máxima 
pendiente de un plano y de su perpendicular son inversos. 

Teniendo en cuenta que la proyección de 

la perpendicular a un plano en este siste- 

ma es perpendicular a su traza, y que tam- 


+7 
de Q bién la línea de máxima pendiente lo es, 
7 resultarán representadas paralelamente las 
y) s dos rectas en cuestión, tal y como aparece 
MP en la figura 291, afectando a cada una de 
.3 


ellas del inter- 


valo que les e 


Fig. 291. — Sistema acotado: corresponda 
Representación de una recta per- > 
pendicular a un plano. según la cons- 


trucción indi- 
cada en relación con la figura 290; pero a 
debiendo tener buen cuidado en consi- 
derar dichos intervalos en sentidos 

inversos, ya que, de lo contrario, la 


recta Q no sería perpendicular al plano. 

Perpendicular al plano en el sistema cios morir E deca ji 
diédrico. (Fig. 292.) Para obtener la re- 
presentación de una recta perpendicular a un plano en el sistema 
diédrico, recordaremos que la obtención de un plano (P) perpendi- 
cular a una recta (Q) se consigue trazando por un punto de ella dos 
rectas P y P, perpendiculares a la misma, lo que inversamente nos 
conduce a considerar la recta Q definida como la perpendicular a 
un par de rectas cualesquiera P y P, del plano (P), al cual ha de 
resultar perpendicular, pasen o no por su punto común. 


Representación de una recta perpendicular a un plano en el sistema 
diédrico. (Fig. 293.) Sea el plano P—P”,. 

En virtud de lo dicho anteriormente, y teniendo a la vista la pro- 
piedad que se deduce del teorema de las tres perpendiculares, vamos 
a elegir como par de rectas del plano en cuestión sus trazas P—-P” 
y P,—P',. Por tal motivo, la proyección horizontal q de la perpendicu- 
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t 


lar habrá de proyectarse normalmente a P, y su proyección vertical q 
también habrá de proyectarse ortogonalmente a P’,. 

Observaremos que no solamente g—q' se proyecta perpendicular- 
mente a las trazas homónimas del 
plano, sino también a las proyeccio- 
nes horizontales y verticales de las 
horizontales y de las frontales del 
plano. 

Esto nos conduce a la resolución 
sencilla del: 


Trazado de la perpendicular a un 
plano desde un punto dado. (Fig. 294.) 
Será suficiente el trazar desde las pro- 
yecciones del punto la perpendicular 
respectiva a la traza homónima del 
plano, para que quede representada 
la perpendicular q—-<”. 

También esta particularidad nos 
permite: 


Fig. 293. — Sistema diédrico: Representa- 
Trazar por un punto un plano ción de una recta perpendicular a un plano. 


perpendicular a una recta dada. 

(Fig. 295.) Este problema es inverso del anterior, y para resolverlo 
recordaremos que las proyecciones de la perpendicular son ortogonales 
a las horizontales y a las frontales homónimamente consideradas. 
Por tanto: 

Por el punto dado a—a” trazaremos una frontal que quedará defi- 
nida por 
tener que 
ser f’ per- 
pen dicu- 
lar a q”, y 
f paralela 
a la línea 
de tierra. 

Esta 
frontal 
tiene por 
traza ho- 
rizontal el 
punto 
h—h”; por 
Fig. 294. — Sistema diédrico: Recta tanto, si Fig. e — Sistema diédrico: Plano 


perpendicular a un plano que pase perp cular a una recta que pase 
por un punto dado. desde h por un punto dado. ý 
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trazamos la perpendicular a q obtenemos la traza horizontal P del pla- 
no; y desde el punto en que ésta corte a la línea de tierra, la perpen- 
dicular P’, a q' será su traza vertical. 


Perpendicular a un plano en el sistema axonométrico. (Fig. 296.) 
Supongamos el plano dado por sus trazas p'—p”——p””. Tratamos de 
obtener las proyecciones Q—q”” de la perpendicular al plano. 

Por de pronto, y teniendo presente el teorema de las tres perpen- 
diculares, la proyección directa Q de la perpendicular será normal a la 
traza ordinaria del plano Tp. 

En cuanto a la proyección lateral q 


trt 


, la habremos de definir teniendo 


Fig. 296. — Sistema axonométrico: Represen- Fig. 297.—Determinación de las coorde- 
tación de ura recta perpendicular a un plano. nadas de la perpendicular a un plano. 


presente la deformación angular que trae consigo la representación en 
este sistema. Para ello nos auxiliaremos de la figura adjunta 297, en 
la cual se representa la cara del triedro Z—O—-Y confundida con el 
plano del dibujo; es decir, siendo ortogonales los ejes O—Z y O—Y. 

Teniendo presente la reducción que se verifica en la representación 
en este sistema de todos los segmentos paralelos a sus ejes, los cuales se 
hallan afectados del mismo coeficiente 0,816, tomaremos sobre dichos 
ejes las verdaderas dimensiones de los lados que componen el trián- 
gulo, cuya hipotenusa es (p””); es decir, tomando Y = y: 0,816 y 
Z = z : 0,816. Al considerar ahora el teorema ya citado de las tres 
perpendiculares y el mecanismo de este sistema de representación 
(figura 44), sabemos que sobre esta cara la proyección lateral (q””) de 
la perpendicular será normal a (p); por tanto, podremos trazar, por 
un punto cualquiera, la recta N—M—_L, que por tal condición inter- 
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ceptará sobre los ejes las coordenadas Y” y Z’, las cuales, para ser lleva- 
das al sistema primitivo de la figura 286, es decir, proyectadas, se 
habrán de multiplicar por 0,816: y’ = Y’ x 0,816 yz’ = Z' x 0,816. 

Volviendo a la figura citada 296, llevaremos y' y z', sobre los ejes 
correspondientes lo que nos permitirá reconstituir en su verdadera 
proyección la recta L—M_—N, que necesariamente nos representará la 
proyección q” de la perpendicular sobre la cara del triedro trirrec- 
tángulo Z—O—Y. 

Sin embargo, y como se observa en la figura 298, podemos Operar 
directamente con y—z y con y'—z”, puesto que no se trata más que de 
obtener una dirección, motivo por 
el cual se llevarán sobre los lados 
de un ángulo recto Z—O—Y los 
segmentos y y z, que nos determi- 
nan p” (que resultará ser pa- 
ralela a (p””) (fig. 297); traza- 
remos luego q””, que nos da y'—”, 
que lleva- 
remos en 
la figura 
296 di- 
rectamen- 
te, consi- 
guiéndose 
así la pro- 


yece ión Fig. 299. — Sistema axonométrico: Obtención 

lateral definitiva y simplificada de una de las pro- 

Fig. 298. — Simplificación de p yecciones laterales de la perpendicular a un 
la figura anterior. apetecida. plano. 


En la fi- 
gura 299 aparecen todas las construcciones anteriores efectuadas con 
la máxima simplificación en el plano de representación, y que son las 
siguientes: 

1.2 Tomando z como cateto, se construye el triángulo rectán- 
gulo A—O—(a””) tomando (y) = y, mediante un arco de círculo de 
centro O, con el cual se obtiene este triángulo afín del A—0O-—a””, 
siendo la dirección de afinidad a” —(a”””) y el eje O—Z el de afinidad. 

2.2 Se traza desde O la perpendicular (q”””) a la hipotenusa 4-—(a””), 
determinando en ella el punto (b”””), cuyo afín es b”. 

3.2 La unión de O con b”” nos da q””, proyección lateral de la per- 
pendicular pedida. 

Obsérvese que las coordenadas de b”” son las mismas que las de (b”””); 
es decir, z’ e y’. 

Como comprobación, los extremos de las coordenadas y’ e (y') 
habrán de hallarse en una recta paralela a la dirección de afinidad. 
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Recíproco.—Obtener un plano perpendicular a una recta Q en el sis- 
tema axonométrico. (Fig. 300.) La recta dada es Q—4'. Elegimos como 
traza ordinaria una recta P normal a Q, y con ella determinaremos 
los puntos c y d por donde habrán de pasar las trazas del plano P que 
buscamos; es decir, P’ y P””. (Recuérdese la fig. 245.) Nos bastará co- 
nocer la dirección de una de las trazas para que quede así definido el 
plano. Para ello resolveremos inversamente el problema de la figura 
anterior; es decir: 

Prolongada g', obtenemos sobre los ejes O—X y O-— Y los puntos A 


Fig. 300.—Sistema axonométrico: Trazado de un plano P 
perpendicular a una recta dada Q—g'. 


y a', respectivamente, y transformaremos el triángulo O—A—a' en su 
afín O—A-—[(a”), tomando y = (y”) sobre la perpendicular desde O 
al eje O—X. 

Trazada la perpendicular (D'») a la hipotenusa 4A—(a'), obtendre- 
mos su afín D', mediante el punto b’, afín de (b”). 

Esta D', es la dirección de la traza sobre la cara X—O—Y per- 
pendicular a q”, por lo que bastará trazar su paralela desde c para 
obtener P”. El punto en que esta recta corta al eje O— Y únido con d, 
nos determina P’, quedando así definido el plano pedido. 


Recta perpendicular a un plano en el sistema cónico. (Fig. 301.) Sea 
(S) un plano y (Q) su perpendicular. La recta límite del plano es Ls, 
obtenida, como sabemos, trazando por O el plano S’ paralelo al dado. 

Si ahora tratamos de obtener el punto de fuga de la recta (Q), tra- 
zaremos por O la recta Q’ paralela a ella, que nos determinará el 
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punto Fọ, donde fugarán todas las proyecciones de las perpendicula- 
res al plano en cuestión. 

Vamos a determinar este punto Fọ en función de los elementos 
constitutivos de este sistema. 


Fig. 301.—Sistema cónico: Perpendicular a un plano, y plano perpendicular a una recta. 


Este triángulo es rectángulo en su vértice O por construcción, y su 
hipotenusa F¿—P—M es perpendicular a Ls, recta límite del plano S, 
lo cual se demuestra teniendo presente que el plano del triángulo en 
cuestión está integrado: por la recta F¿—-O, perpendicular al plano S’ 
y, por tanto, a su recta límite Ls, y por la recta O—P, perpendicular 
al plano n, que también lo será a su recta Ls. Esto motiva el que, 
siendo el plano del triángulo perpendicular a Ls, resulten ortogonales 
las rectas en cuestión: F,—P—M y Ls. La construcción de este trián- 
gulo nos será muy sencilla si consideramos que su altura es el seg- 
mento O—P, y entonces aparece la construcción de la figura 302, 
donde se han efectuado las operaciones que se detallan: 
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El plano está dado por su traza S y su recta límite Ls, y también 
conocemos, como siempre ha de suceder, el punto principal P y el 
punto de distancia D. 

Por lo expuesto anteriormente, el punto F, se habrá de encontrar 
en la perpendicular P—M trazada desde P a la recta límite Ly, y el 
segmento F¿—M será la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuya 
altura sea P—D = P—-O, siendo su pie el mismo punto P. 

En definitiva, se traza: 1.2 Desde P la perpendicular a la recta 
límite Ls. 2.0 Desde el 
mismo punto P, la pa- 
ralela a dicha recta lí- 
mite Ls. 3.2 Sobre ella 
se toma un segmento 
P—-0, = P—D = 
= P—-O. 4.9 Se une O, 
con M; y 5.0 Desde O, 
se traza su perpendicu- 
lar hasta su encuentro 
con P—M, dándonos 
lugar al punto Fọ, que 
se proyecta horizon- 
talmente sobre la lí- 
nea LH en f,. En la 
figura aparece traza- 
da la perpendicular 
Fig. 302. — Sistema cónico: Obtención del punto de fuga de Q—q que pasa por el 
los perpendiculares a un plano. — Id. de la recta límite de los punto dado A—a, la 


planos perpendiculares a una recta. — Trazado de una recta z 3 
perpendicular a un plano por un punto dado. cual se obtiene unien- 
do únicamente las pro- 


yecciones homónimas del punto dado y del impropio Fọ—f,. Además, 
se ha obtenido el punto X—x, traza de la perpendicular Q—q con el 
plano dado S—Ls. 

Si se quisiera efectuar el problema recíproco, es decir: Hallar un 
plano perpendicular a una recta en el sistema cónico, bastaría tener pre- 
sente las dos figuras 301 y 302, y efectuar las construcciones en sen- 
tido inverso partiendo del punto de fuga F, de la recta dada; es decir: 


1.0 Se une F, con P. 2.0 Se levanta la perpendicular a esta recta 
desde P. 3.2 Se toma sobre ella el segmento P—0, = P—D = P—O. 
4.2 Se une F, con O,. 5.2 Se traza la perpendicular O,—Ma O,—F.,, 
obteniéndose así el punto M; y 6.0 Se traza la recta L, perpendicu- 
lar a Fọ— P, por el punto M. 

Cualquier recta paralela a ésta, como, por ejemplo, S, podrá ser la 
traza de un plano perpendicular a la recta dada Q—q. 
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PLANO PERPENDICULAR A OTRO 


Figura 303. Este problema está indeterminado y basta para que 
se cumpla la condición de que dos planos sean perpendiculares, como, 
por ejemplo, el P y el R, el que este último 
contenga una recta Q perpendicular al pla- 
no P, debiéndose elegir su traza Tp arbi- 


trariamente o sujetarla a otra condición : 
cualquiera, siempre que pase, como es ló- 
gico, por la traza de Q con P. Y Y 


RECTA PERPENDICULAR A OTRA ue 


Figura 304. Supongamos que se trata 
de la recta Q. Fig. o id 
Toda recta S o T del plano P perpen- i 
dicular a ella, pase por su traza o no, cumplirá la condición exigida, 
debiéndose, por tanto, añadir otra condiciónpara que quede así definida. 


PERPENDICULAR COMUN A DOS 
RECTAS QUE SE CRUZAN 


Siempre que dos rectas se crucen, 
habrá otra que las corte ortogonal- 
mente. Trataremos de su determina- 
Fig. 304. — Recta perpendicular a otra. ción en el próximo capítulo. 


m 
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CAPITULO IX 


DISTANCIAS 


Medición de un segmento dado, en los cuatro sistemas de representación conocidos. - Determina- 

ción de la distancia de un punto a un plano. - Distancia de un punto a una recta. - Distancia 

entre dos rectas paralelas. - Distancia entre dos planos paralelos. - Mínima distancia entre 
dos rectas que se cruzan. 


Medición de un segmento rectilíneo proyectado ortogonalmente sobre 
un plano. (Fig. 305.) Sea A— B el segmento que se trata de medir, r el 
plano de representación sobre el cual se ha 
obtenido su proyección ortogonal a—b. 

Las alturas o cotas de los puntos A y 
B son H, y Hz, respectivamente. Si por 
el punto A trazamos una paralela A— B, 
a a—b, dada la particularidad de la pro- 
yección ortogonal habremos construfdo 
un triángulo rectángulo caracterizado por: 
1.0 Cateto A— B, = proyección a—b = d. 
2.0 Cateto B—B, = h = H—H,. 3.0 Hi- 

potenusa 

AB =D = ha "s 

- Fig. 305. — Distancia entre 

e a 

De aquí se 

deduce la forma de conseguir la verdadera 
ha) magnitud de un segmento proyectado en las 
0. condiciones anteriores y que va a consistir en 
construir un triángulo rectángulo cuyos cate- 
tos son: su proyección d y la diferencia de cotas 


Fig. 306. — Sistema acotado: y 
a a Y de alturas h de los extremos del segmento 
líneo. 


Medición de un segmento rectilineo en el 
sistema acotado. (Fig. 306.) Supongamos que los extremos del seg- 
mento dado son los a y b, de cotas (+ 2) y (+ 6), respectivamente. 

Construyamos un triángulo rectángulo en b, en que el otro cateto 
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corresponde a la diferencia de cotas, es decir, cuatro unidades de 
altura (4 X u), con lo que obtendremos la longitud D del segmento del 
espacio. 


Medición de un segmento rectilíneo en el sistema diédrico. (Fig. 307.) 
El segmento dado es a—b, a'—b', Por el extremo de la proyec- 


Fig. 307. — Sistema diédrico: Fig. 308. — Sistema axonométrico: Descom- 
Longitud de un segmento recti- posición de un segmento rectilíneo que pasa por 
líneo. el origen en las tres direcciones de los ejes. 


ción a—b trazamos una perpendicular de longitud h, siendo h la dife- 
rencia de alturas medida en la proyección vertical. La hipotenusa D 
de este triángulo rectángulo nos medirá el segmento del espacio. 


Medición de un segmento rectilíneo en el sistema axonométrico. (Fi- 
gura 308.) Empezaremos por de- 
terminar la longitud de un segmen- 
to O—M, en que uno de sus 
extremos coincide con el origen. 

Este segmento O—M se descom- 
pone en tres: x, y, z, que siguen 
la dirección de los tres ejes coor- 
denados. 

En la figura 309 aparece la cons- 
trucción gráfica que nos da la lon- 
gitud A—E como verdadera 
magnitud del segmento O—M, 
construyendo los triángulos rec- 


Fig. 309. — Sistema axonométrico: Verdadera A _——— A 
£ Sanib de un segmento rectilineo. tángulos A—B—C y A—C—E 
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porque sabemos que la diagonal de un paralelepípedo responde a la 
ecuación siguiente D? = X? + Y? + Z. 

En el triángulo A— B—C aparecen, por tanto, como catetos, X e Y, 
que son los medidos en la figura xey, divididos por el coeficiente de 


igual az: 0,816. 


Podríamos haber simplificado esta construcción con el auxilio de los 
triángulos 4—b—< y A—c—e, que nos dan d, la cual, dividida por 0,816, 
nos da la verdadera magnitud D, con lo cual hemos hecho únicamente 


Fig. 310. — Sistema axonométrico: Reduc- Fig. 311. — Sistema axonométrico : Pro- 
ción del caso general al anterior. yectar un segmento rectilineo de magni- 
da portliado di a PENS pas ea 

sentido convenido. 


una reducción en vez de tres que hubieran sido necesarias en el caso 
de haber resuelto el problema con las coordenadas verdaderas: X, Y, Z. 

Si se tratara de un segmento cualquiera aislado en el espacio A— B 
(figura 310) de proyección a'—b'”, lo trasladaríamos al origen 
según A'—B', quedando descompuesto este último en sus tres coorde- 


nadas principales x’, y”, z’, y reduciéndose este caso al anterior. 


Proyectar un segmento rectilineo de magnitud dada en el sistema axo- 
nométrico, partiendo de un punto de una recta también dada y en un 
sentido convenido. (Fig. 311.) Sea la recta R—r'”, A—a', el punto a 
partir del cual hay que tomar el segmento de magnitud D y en el sen- 
tido indicado por la flecha. 

Trasladaremos la recta R—r' al origen O, como se ha indicado en 
la figura anterior; en ella elegiremos un punto (C)—c* y hallaremos la 
verdadera magnitud del segmento O—(C) mediante la construcción 
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conocida y que aparece detallada en la figura 312, resultando ser esta 
magnitud O—(C) = (D). Considerando el punto M como centro de 


Fig. 312.—Obtención de las verda- 
deras dimensiones para resolver el 
problema de la figura anterior. 


homotecia, con la relación de D a (D) ob- 
tendremos las verdaderas magnitudes x, 
y, 2, de las proyecciones de las coorde- 
nadas extremas del segmento pedido. Bas- 
tará elegir ahora el punto ( B) de la figura 
311 de altura z, para que así quede limi- 
tado el segmento proyectado de magnitud 
dada; al trasladar (B) en B—-b' según la 
dirección O—A, llevando A—B = 0—(B) 
conseguiremos la representación definitiva 
del segmento pedido. 

Nota: Se han hallado las verdaderas magnitudes 
de las coordenadas utilizando gráficamente la 4.* pro- 
porcional en los lados de un ángulo cualquiera, a, to- 


mando sobre ellos 0,816 y 1,000 y trazando paralelas 
a la recta de unión de sus extremos. 


Las tres coordenadas de un punto en el 
sistema cónico. (Fig. 313.) Vamos a ele- 


gir como sistema coordenado el integrado por el plano del cuadro x, 
el plano geometral G y el plano principal, perpendicular a la línea de 
tierra y que pasa por el centro de proyección O. 

Con arreglo a estos tres planos, un punto cualquiera (4) —-(a) del es- 
pacio tiene tres coordenadas X—Y—-Z que vienen representadas por 
x—y—z en el plano del cuadro donde se ha proyectado el punto en A—a. 


Fig. 313. — Las tres coordenadas de un punto en el sistema cónico. 
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Vamos a tratar de medir estas coordenadas partiendo del punto 
representado. (Fig. 314.) Sea el punto A—a; desde el punto principal P, 
lo proyectamos ortogonalmente sobre el plano del cuadro, y las trazas 
de las proyectantes de A y a nos determinan directamente X y Z, 
verdaderas magnitudes de los segmen- 
tos respectivos x y z de las coordenadas 
del punto en cuestión; es decir, de su 
distancia al plano principal y de su al- 
tura sobre el plano geometral, respecti- 
vamente. 

Vamos a determinar ahora especial- 
mente el alejamiento del punto al pla- 
no del cuadro; es decir, Y. 

Para ello tengamos presente la fi- 
gura 315, en la cual aparece un plano 
(S) paralelo al plano del cuadro, cuya _. : siaa de 
distancia es Y. Este plano tiene por tra- la q AS z X de mi poca 
za con el geometral la recta (s) paralela 
a la línea de tierra, que se proyecta en s, también paralela a la línea 
de tierra. 

Es indudable que todos los puntos del plano en cuestión distan la 
misma cantidad Y del plano z, por lo que bastará medir la distancia 
de uno cualquiera de 
ellos, en este caso 
el N. 

La proyección de N 
es M, y si considera- 
mos los dos triángu- 
los que se forman, 
N—M—R, M-P—O, 
y los hacemos girar al- 
rededor de su recta 
común P—M— R, has- 
ta su coincidencia 
conz, tendremos sobre 
Fig. 315. — Sistema cónico: Distancia del plano del cuadro el plano . del cuadro 

a otro paralelo a él. los triángulos 
O—R—M y P—D—M, 
donde aparece medida Y, por el cateto Q—R. 

Por otro lado, observamos que, efectuado el giro en la forma hecha, 
el punto O viene a ocupar la posición del ya conocido punto de distan- 
cia, con lo que queda ya indicada la forma de obtener la magnitud Y 
en el sistema de representación. 

Figura 316. Siendo A—a el punto dado, es indudable que la recta s 
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que pasa por a será la traza sobre el geometral del plano paralelo al 
del cuadro, que dista una cantidad representada por y en la figura. 
Como el punto M es fijo, bas- 
tará unirlo con el punto de dis- 
tancia D para obtener el Q. El 
segmento Q—R nos da la me- 


Fig. 316. — Sistema cónico: Medición Fig. 317.—Sistema cónico: Medición de un seg- 
de la distancia del plano del cuadro a mento rectilíneo. 
otro que le es paralelo. 


dida Y; es decir, la tercera coordenada del punto A con respecto al 
plano del cuadro. 

Con el conocimiento de la forma de conseguir las verdaderas mag- 
nitudes de las coordenadas de un 
punto podremos obtener las verdade- 
ras magnitudes de segmentos cuales- 
quiera, representados en este sis- 
tema. 


Problema directo. Determinar la ver- 
dadera magnitud de un segmento recti- 
líneo representado en el sistema cónico. 
(Fig. 317.) A fin de conocer las coor- 
denadas de los puntos extremos del 
segmento dado 4— B, repetiremos la 
construcción hecha en relación con 
las figuras 314 y 316. 
AA Aparecen proyectados los extremos 


nitud del segmento de la figura anterior. “1—B sobre el plano del cuadro, que 
nos dan sus cotas Z, y Zp, así como 


sus distancias al plano principal, X, y Xp. También conoceremos sus 
alejamientos del plano del cuadro, Y, e Y, medidos por R—OQ, y 
R—Q », respectivamente. 

Teniendo en cuenta los signos de estas coordenadas, mediante la 
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construcción gráfica que aparece en la figura 318 conoceremos di- 
rectamente la longitud del segmento A—B = D. 


Problema inverso.—Repre- 
sentar en el sistema cónico un 
segmento de longitud dada so- 
bre una recta, a partir de uno 
de sus puntos, y en un sentido 
determinado. (Fig. 319.) Sea 
la recta R—r, sobre la cual 
hay que llevar un segmento 
de longitud D a partir del 
punto A—a y en el sentido in- 
dicado por la flecha. 

Obtendremos primeramen- 
tela verdadera magnitud de un 
segmento cualquiera de esta 
recta, para luego, por propor- 
cionalidad, situar el punto ex- 
tremo. A tal fin elegimos el 
punto B—b, situado en el pla- Fig. 319. — Sistema cónico: Hallar las proyeccio- 
no principal, a fin de ahorrar- nes de un segmento de longitud dado, llevado sobre 

+ una recta, a partir de uno de sus puntos y en sen- 
nos alguna construcción, pues- tido convenido. 
to que en este caso Xy es cero. 

Auxiliándonos de la figura 320, y repitiendo lo efectuado en rela- 
ción con la figura 317, hallamos la verdadera magnitud d del seg- 
mento A— B; y considerando 
en dicha figura 320 el pun- 
to A como centro de homote- 
cia, y con la relación d a D, 
obtendremos asimismo las 
coordenadas del punto extre- 
mo C, que nos permitirá si- 
tuar dicho punto C—< en el 
plano de representación, auxi- 
liándonos, por ejemplo, del 
plano horizontal de cota Z, o 
de su distancia al plano prin- 
cipal Xo. 

Más adelante veremos que 
existe un procedimiento mu- 
cho más sencillo, utilizando 
la homología, que nos per- 
Fig. 320. — Cálculo gráfico para la figura anterior. Mite resolver este problema 
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y sus análogos con gran ahorro de construcciones y, por tanto, con 
mucha mayor exactitud. 


DISTANCIA DE UN PUNTO AL PLANO 


Figura 321. La distancia de un punto A a un plano S se consigue 
midiendo la longitud D del segmento p de la perpendicular trazada 
desde A al plano, hasta su traza B. Te- 
niendo presente esta figura del espacio en 
todos los sistemas de representación, 
conseguiremos el resultado deseado, 
pues las operaciones que se precisa efec- 
tuar para conseguirlo nos son ya cono- 
cidas. 


Determinación de la distancia de un pun- 
to a un plano en el sistema acotado. (Figu- 
ra 322.) Sea el plano S dado por su línea 


Fig. 321. — Distancia de un punto KAR A 
a un plano. de máxima pendiente y el punto a de 


cota (+ 5). 
Trazaremos la perpendicular al plano S desde el punto a, teniendo 
en cuenta lo ya dicho en relación con la figura 291, y luego determi- 


naremos la intersección b de esta per- 
pendicular con dicho plano, para lo 
cual nos hemos auxiliado de dos planos 
horizontales: uno de altura cero que nos 
proporciona la horizontal s, del plano 
dado, y la h,, de dirección arbitraria, 
que pasa por el punto (0) de la per- 
pendicular que nos dan el punto de in- 
tersección m, y como segundo plano 
auxiliar, el horizontal de altura (+ 4) 
que nos da, asimismo, las horizontales s, 
y h., las cuales nos producen el punto n 
de la intersección i, resultando por me- 


a Fig. 322. — Sistema acotado: Distan- 
dio de ella el punto b de cota (+ 2,5). cia de un punto a un plano. 


Construyendo ahora el triángulo rec- 
tángulo cuyo cateto es a—b, y que tiene por altura: + 5 u — 2,5 u = 2,5 u, 
siendo u la unidad de altura, obtendremos la verdadera distancia D 
del punto al plano. 


Determinación de la distancia de un punto a un plano en el sistema 
diédrico. (Figura 323.) Supongamos que el punto dado es el a—a' y el 
plano: S—sS”. Tracemos por el primero la perpendicular p—p” (véase 
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fig. 294), hallemos la intersección de ésta con el plano, para lo cual 
nos hemos auxiliado de su plano proyectante vertical, que mediante sus 
puntos h—h' y v—u' nos da la intersección i—i’. Esta nos determina 


Fig. 323. — Sistema diédrico: Distancia de un 
punto a un plano. 


el punto b—b', con lo cual tenemos elementos suficientes para, repi- 
tiendo la construcción que aparece en la fig. 307, obtener la verdadera 
distancia D del punto A al 
plano S. 


Determinación de la distan- 
cia de un punto a un plano en 
el sistema axonométrico. (Fi- 
gura 324.) El plano dado es el 
s"—s'"—s!” y el punto: A—a”. 
Tracemos desde A— a” la 
perpendicular P—-p” al pla- 
no S, teniendo presente la 
construcción que aparece en 
la figura 299. Se limita esta 
perpendicular hallando su 
traza B—b” con el plano S, 
para lo cual hemos utilizado 


Fig. 324. — Sistema axonométrico: Distancia de un 
el plano proyectante de la rec- punto a un plano. 


ta P— p” sobre la cara 
X—0O-—Z, que nos determina la intersección I mediante sus puntos 
T.s y T,,. Se medirá este segmento como queda dicho en lo referente 
a la figura 310. 
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Distancia de un punto a un plano en el sistema cónico. (Fig. 325.) 
El plano dado es S—L;, y el punto: A—-a. 

Empezaremos por trazar la perpendicular P—p, que fugará en el 
punto Fp—fp, según sabemos 
por lo explicado en la figu- 
ra 302. 

Utilizando ahora el plano pro- 
yectante horizontal de esta per- 
pendicular, conseguimos el pun- 
to B mediante la intersección I 
de dicho plano proyectante con 
el dado S—Ls. 

Esta intersección está inte- 
grada por el punto M, intersec- 
ción de las trazas horizontales 
s y p, y por el punto N, inter- 
sección de las horizontales h, y 
Fig. 325. — Sistema cónico: Distancia de un h, producidas en los dos planos 

punto a un plano. por el plano horizontal H que 

se ha tomado como auxiliar por 

cortarse fuera de los límites del dibujo las trazas del plano S y 
del plano proyectante, así como sus rectas límites Ls y Fp—-f,. 


DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA 


Figura 326. Supongamos que se trata de medir la distancia exis- 
tente entre un punto A y una recta R. 
Para ello trazaremos por el punto A el 
plano S perpen- 
dicular a la rec- 
ta R, determi- 
nando el punto B, 
traza de ambos. 
La medición de 
este segmento 
A—B de la per- 
pendicular P, nos 
dará la distancia 
Fig. 326. — Distancia de un *Petecida D. Fig. 327. — Sistema acotado: Dis- 

punto a una recta. tancia de un punto a un arecta. 

Distancia de un 
punto a una recta en el sistema acotado. (Fig. 327.) La recta r está 
dada por dos puntos O y (+ 6), y el punto es el A de cota (+ 3). 
Empezaremos por trazar un plano perpendicular a la recta por el 
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punto dado A. Para ello trazaremos por A una paralela a r que 
representará la línea de máxima pendiente del plano, cuyo sentido 
es inverso al de la recta, siendo medido su intervalo iş en la forma 
sabida. 

De esta suerte se halla la intersección I del plano S con otro cual- 
quiera que pase por la recta R, y se consigue el punto B, que resulta 
ser de cota (+ 3,7). 


Fig. 328. — Sistema diédrico: Distancia de 
un punto a una recta. 


Así tendremos ya la proyección horizontal del segmento p de per- 


pendicular, es decir, 4— B, que tendrá como medida real D. 


Distancia de un punto a una recta en el sistema diédrico. (Fig. 328.) 
Sean la recta r—r' y el punto a—a!. 

Repitiendo la construcción que aparece en la figura 295, trazare- 
mos el plano S—S*, perpendicular a la recta r—r'. La intersección de 
este plano con la recta dada es el punto b—b', que se ha conseguido 
auxiliándonos del plano proyectante horizontal de la recta R; es decir, 
mediante los puntos h,—h', y v,—v”,, que nos determinan la inter- 
sección i—i’. Conocidas las proyecciones del segmento: a—b, a'—-?”, 
obtendremos su verdadera dimensión D mediante la construcción ya 
conocida. 
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Distancia de un punto a»una recta en el sistema axonométrico. (Fi- 
gura 329.) La recta dada es R—r' y el punto: 4—a!. 

Para trazar el plano perpendicular a la recta que pasa por el punto A, 
ya que desconocemos, de momento, la dirección de sus trazas, excepto 
la de la ordinaria, emplearemos el siguiente artificio que nos simpli- 
fica el problema: 

Haremos pasar por el punto en cuestión A—a' un plano paralelo 


Fig. 329. — Sistema axonométrico: Distancia de un punto a una recta. 


al de referencia: (=') —(”) —(x””), el cual situaremos utilizando la ho- 
rizontal H, y—h' 

La traza ordinaria (S) del plano perpendicular pasará entonces por 
el punto A, proyección directa, y será perpendicular a R. 

Con auxilio de la construcción indicada en relación con la figura 300 
obtendremos (s”), dirección de la traza del plano perpendicular a la 
recta en la cara X—O—Y,; por tanto, desde el punto Tyy.s trazare- 
mos s’ paralela a (s'), que nos determina el punto t'—£” en el eje O— Y, 
punto que nos sirve para que quede definida la traza s””, por conocer 
la traza Tz y.s de una recta del plano (S), con lo cual queda ya definido 
dicho plano perpendicular. 

La traza B—-b' de la recta R con el plano S se consigue utilizando 
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', que nos da la intersección I me- 


el plano proyectante q—q"—<q” 

diante sus puntos N—n” y M—m””. 
Conocida la proyección a'—b’ del segmento A— B, obtendremos la 

verdadera distancia, según O, 

hemos aprendido por las figu- 


ras 308 y 309. 


Distancia de un punto a 
una recta en el sistema cóni- \ 
co. (Fig. 330.) La recta dada zy \ 
es R—r y el punto: A—a. 

Para trazar el plano per- 
pendicular por A empezare- 
mos por hallar la recta lími- 
te Ls de los planos perpendi- 
culares a esa dirección R—r, 
aplicando lo dicho en relación 
con la figura 302. 

Elegido un plano S—Ls _ Ñ ] A 
mediante la horizontal H;—hs Fig. 330. — A de un punto 
lograremos el punto B—b, 
hallando la intersección I de dicho plano S—Ly con el plano proyec- 
tante de la recta. Esta intersección I está integrada por los puntos M y 
N; M proviene de las trazas horizontales s 
y r, y N de las horizontales h’, y h’, situa- 
das en el plano auxiliar H”. 

Aplicando lo refe- 
rente a la figura 317, 
obtendremos la verda- 
dera magnitud del seg- 
mento. 


DISTANCIA ENTRE 
RECTAS PARALELAS 


Figura 331. El pro- 
cedimiento consistirá 
en trazar un plano S perpendicular a ambas rec- 
tas, que dará lugar a dos puntos A y Ben R, y 
R., respectivamente, habiéndose de medir el seg- 
mento de perpendicular común P en la forma sa- 
bida y según el sistema en que se haya de resolver 
el problema: 


Fig. 331.— Distancia entre dos 
rectas paralelas. 


Distancia entre dos rectas paralelas en el siste- Fig. 332.—Sistema acota- 
A do: Distancia entre dos 
ma acotado. (Fig. 332.) Sean las rectas R, y R.. rectas paralelas. 


= 199 = 


© Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


Tracemos un plano perpendicular a ambas, según ya sabemos, y 
determinemos su intersección con el plano constituído por las dos rectas. 
Esta intersección I está conseguida mediante los puntos m y n, siendo m 
el punto de encuentro de las horizontales p, del plano de las rectas 
y sı de su perpendicular, y n, asimismo, el punto común a $s» y a ho. 


Determinación de la distancia entre dos rectas paralelas en el sistema 
diédrico. (Fig. 333.) Las rectas son r,—r', y r—r',. Se traza un plano 
cualquiera S—S”, perpendicular a ambas. Este plano corta a las rectas 


Fig. 333.—Sistema diédrico: Distancia Fig. 334.—Sistema axonométrico: Distancia 
entre dos rectas paralelas. entre dos rectas paralelas. 


en cuestión en los puntos a—a' y b—b”. Estos puntos se han conseguido 
utilizando como planos auxiliares los proyectantes horizontales de las 
rectas, que han proporcionado las intersecciones i—i’, e i—i’, me- 
diante los puntos h,—h',, v,—v', y h,—h',, v,—v”,. Como se observa, 
y era de prever, las intersecciones i—i’, e i¿—1', se proyectan para- 
lelas por ser intersecciones del mismo plano S con los dos planos pro- 
yectantes paralelos. 


Determinación de la distancia entre dos rectas paralelas en el sis- 
tema axonométrico. (Fig. 334.) Sean las rectas R,—r,” y Ri—r”,. El 
plano perpendicular que se ha trazado es el s'—s'—s””, el cual pro- 
duce las intersecciones I, e I, en los planos proyectantes elegidos 
ae”, y qa—<q".. o 

De esta forma se conoce el segmento 4—B, a''—b”. 
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Distancia entre dos rectas paralelas en el sistema cónico. (Fig. 335.) 
Las dos rectas paralelas son R,—r, y R:—r:. 

Hallada la recta límite L, de 
los planos perpendiculares a la di- 
rección de R, se elige uno cual- 
quiera de ellos mediante su traza 
S paralela a Ls, y se halla su in- 
tersección con las rectas. 

Para ello se han utilizado los 
planos proyectantes horizontales 
que nos producen las interseccio- 
nes I, e I, conseguidas mediante 
los puntos M, y M,, en que se cor- 
tan las trazas horizontales: s--r, 
y s—r,, en unión del punto F,, en 
que se cortan las rectas límites. 


DISTANCIA ENTRE DOS AN 
PLANOS PARALELOS Pi ses — Sian N 
peaa Distancia N | 
entre rectas lo 
Figura 336. Siendo S, y S, los m Z 


planos paralelos, bastará trazar 
una perpendicular P a ambos y limitarla en los puntos A y B en que 
corta a dichos planos, midiendo luego el segmento D interceptado. 


Distancia entre dos planos paralelos en el sistema acotado. (Fig. 337.) 
Sean estos planos S, y S,. Se traza una perpendicular p cualquiera, 
según ya sabemos, la cual corta 
en los puntos a y b a cada uno 
de los planos. Estos puntos pro- 


Fig. 336. — Distancia entre dos Fig. 337. — Sistema acotado: Distancia entre 
planos paralelos. dos planos paralelos. 
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vienen de las intersecciones i, e i}, en que los planos en cuestión cortan 
a uno cualquiera que pase por la recta p, y en particular i, está deter- 
minado por m, y n,, siendo m, el punto común a la horizontal s,—. y ho, 
y n, común a s,_, y hı. Por ha- 
ber utilizado el mismo plano que 
pasa por la recta p, la intersec- 
ción 1, es paralela a i. 


Distancia entre dos planos pa- 
ralelos en el sistema diédrico. (Fi- 
gura 338.) Los planos son 
S1—S'”, y S:—S”,. La perpendi- 
cular trazada es p—p' y las in- 
tersecciones de esta perpen- 
dicular con cada uno de los 
planos son los puntos a—a' 
y b—b". 

Se ha utilizado el plano pro- 
yectante vertical de esta recta 


Fig. 398. — Sistema diédrico: Distancia entredos P%% hallar las intersecciones 
planos paralelos. auxiliares ¿1,—1', € l¿—1'. 


Distancia entre dos planos paralelos en el sistema axonométrico. (Figu- 
ra 339.) Los planos son s',—s”,—s”, y Sis” s”. 

Se empieza por determinar la traza ordinaria de uno cualquiera de 
estos planos S,, y de esta manera se obtiene la proyección directa P 
de la perpendicular. Se- 
gún ya sabemos, deter- 
minaremos (p'), direc- 
ción de la perpendicular 
proyectada sobre la cara 
X—O—Y; por tanto, 
eligiendo p’ como pro- 
yección de P, lograre- 
mos los puntos A— a”, 
B—b', utilizando el pla- 
no proyectante q—<””, 
que nos proporciona las 
intersecciones paralelas 
I, e I, con cada uno de 
los planos dados. 


Distancia entre dos 


Fig. . — Sistema axonométrico: Distancia entre d 
planos paralelos en el 309 planos paralelos. sd 
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sistema cónico. (Figura 340.) Sean los planos S, — Ls y S:— Ls- 

Empecemos por determinar el punto de fuga de las per- 
pendiculares: Fp— fp 

Tracemos una per- 
pendicular cualquiera 
P—p, y hallemos su 
intersección con cada 
uno de los planos. 
Esto lo lograremos uti- 
lizando el plano pro- 
yectante horizontal de 
dicha perpendicular, 
que nos da las inter- 
secciones I,—-T,, conse- 
guidas mediante el pun- 
to de fuga F,, y los 
M, y M., en que se cor- 
tan las respectivas tra- 
zas horizontales p—s, 
y P—S:. 


r Fig. 340.—Sistema có- 
/ 7 nico: Distancia entre 
dos planos paralelos. 


MINIMA DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN 


Figura 341. La mínima distancia entre dos rectas que se cruzan 
es la de la longitud del segmento de su perpendicular común com- 
prendido entre ambas. Si las rectas están situadas de tal forma que 
una de ellas es de punta con respecto a 
un plano de proyección, en este caso la 
r—r' al horizontal, en virtud del teore- 
ma de las tres perpendiculares, queda 
determinada inmediatamente la posi- 
ción de esta perpendicular común, pues- 
to que bastará trazar desde r la perpen- 
dicular a s, necesariamente horizon- 
tal, por tener que ser perpendicular 


y) a r—r'. 
La longitud del segmento a—b, a'—b’, 
$ nos mide la distancia mínima, la cual 
Fa D viene proyectada en su verdadera mag- 


nitud sobre el plano horizontal. 
En general, la resolución de este pro- 
Fig. 341.— Perpendicular común a dos blema se hace más laboriosa cuando la 
rectas que se cruzan. Determinación de posición relativa de las rectas con res- 


su minima distancia en magnitud y po- e .., 
sición cuando una de ellas es de punta. pecto al sistema de representación es 
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cualquiera. Entonces habremos de recurrir al procedimiento general 
que se indica: 

Figura 342. Las rectas que se cruzan son R y S. Las operacio- 
nes que vamos a efectuar por orden sucesivo, son las siguientes: 
1.2 Elegir un punto 1 de la recta S y trazar por él R, paralela a R, 
con lo cual determinamos el plano P paralelo a ambas. 2.2% Por un 
punto cualquiera 2 de la recta R, se traza la perpendicular p al plano. 
3-2 Se halla la intersección de esta perpendicular con el plano, punto 3, 


Fig. 342.—Perpendicular común a dos rectas que se cruzan. Caso general. 


y por él se traza R, paralela a R. 4.2 Esta corta a S en el punto B, 
desde el cual se traza nuevamente la perpendicular p,, que cortará 
necesariamente a la recta R en el punto A. 

El segmento A— B es el correspondiente a la mínima distancia D 
de estas dos rectas. 


Observación importante. Recomiendo muy especialmente que en 
todos los problemas que se tengan que resolver, cualquiera que sea el 
sistema de representación en que se efectúen las construcciones, se 
conserven las mismas notaciones que en el problema resuelto previa- 
mente en el espacio, a fin de conservar una ordenación lógica de las 
operaciones y, principalmente de evitar confusiones. 


Resolución en el sistema diédrico. (Fig. 343.) 

Sean las rectas r—r' y s—s'. 1.0 Por el punto 1—1” de s—s” se 
traza la recta r,—r', paralela a r—r'. 2.0 Se halla el plano determi- 
nado por estas dos rectas, que es el P—P”,, utilizando las trazas hs y h's, 
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y hey k'r y la 05—u's. 3.0 Elegido el punto 2—72” de la recta r—r', 
se traza la perpendicular p—p”; su traza con el plano P—P*, es el 
punto 3—3’, obtenido éste al utilizar el plano proyectante horizontal 


Fig. 343. —Determinación de la mínima distancia entre dos 
rectas que se cruzan en magnitud y posición. 


de p—p'. 4.9 Por 3—3' se traza r.—r'., que corta a s—s' en el pun- 
to b—b'. 5.0 Por el punto b—b' se traza nuevamente la perpendicu- 
lar al plano p,—p?,, la cual corta a la recta r—r' en el punto a—a', 
quedando determinada por D la mínima distancia en magnitud y en 
posición: a—b y a'—-?”. 
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CAPITULO X 


ABATIMIENTOS" 


Abatimiento de un punto, de una recta y de un plano en los cuatro sistemas de representación.— 
Su aplicación a la resolución de problemas de verdaderas magnitudes lineales y superficiales 
e inversos. 


Se dice que un plamo se abate sobre otro Q cuando se hace coin- 
cidir el primero sobre el segundo, haciéndole girar alrededor de su recta 
de intersección, la cual recibe el nombre de charnela. Generalmente se 
tomará como plano de abatimiento uno de los planos de representa- 
ción o del dibujo, con lo cual 
se conseguirá que venga sobre 
éste y en verdadera magnitud 
todo lo que contenga el plano 
abatido. 

Será inexacta, por tanto, la 
expresión de: abatir un punto 
o una recta, pues, por defini- 
ción, únicamente puede abatirse 
un plano sobre otro. En aten- 
ción a la brevedad y a la facili- 
dad de expresión diremos que 
un punto se abate cuando queda 
abatido un plano que pase por 
él, sucediendo lo mismo con la 
expresión de abatir una recta. Fig. 344. — Abatimiento de un punto. 


Abatimiento de un punto. (Fig. 344.) Supongamos que ~v es el pla- 
no de abatimiento o plano de representación, y que un punto A cuya 


(1) Aunque con frecuencia se utiliza para este artificio la palabra rebatimiento, he 
de advertir que esto es un galicismo muy extendido en nuestro país, error en el que he 
incurrido yo mismo en la redacción del segundo tomo de esta obra a causa de la ense- 
ñanza adquirida, motivo por el cual insisto ahora en que se han de utilizar únicamente 
las palabras abatir y abatimiento. 
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proyección ortogonal sobre él es a, va a ser abatido; mejor dicho, se va 
a abatir el plano (S) que pasa por el punto A tomando como eje de 
giro su traza S, que también llamaremos Ch, por ser la charnela. 

Sabemos que el punto A describe en el espacio una circunferencia 
cuyo plano es perpendicular a la charnela, siendo su radio r la distan- 
cia del punto de referencia a dicho eje de giro y su centro el punto t. 

Este artificio del abatimiento va a consistir en determinar las posi- 
ciones A,_, y A,» que puede ocupar el punto A cuando se abate dicho 
plano (S), en función de los elementos determinativos del punto y 
del plano. 

Como el plano de la circunferencia que describe el punto tiene por 
traza la recta A,_, y A. perpendicular a la charnela, y la proyec- 
tante A—a es perpendicular también al plano x, resulta que las rec- 
tas A—t y A—a se hallan también en el de la circunferencia ya citada; 
o lo que es lo mismo, los puntos a y t pertenecen a la traza A,_,—A,_, 

Conocida, por tanto, la situación de la recta sobre la cual se van a 
encontrar las posiciones abatidas A,_, y A,.__,, nos será preciso, además, 
conocer el radio de la circunferencia descrita. Este radio es la hipote- 
nusa del triángulo A—t—a, rectángulo en A, que siempre podremos 
determinar cuando conozcamos la proyección ortogonal del punto a y 
su cota A—a = h, sobre el plano del abatimiento. El triángulo de 
referencia, hecho coincidir con el plano del dibujo, ocupa la posi- 
ción t—a—u, y su hipotenusa será el radio r que nos permitirá situar 
los puntos A,_, y A,_,, pudiéndose establecer la regla general siguiente: 

Para obtener el abatimiento de un punto se trazarán desde su proyec- 
ción ortogonal sobre el plano del abatimiento la perpendicular y la para- 
lela a la charnela; en la paralela se tomará la altura del punto sobre dicho 
plano de abatimiento para determinar el radio, y haciendo centro en el 
punto de intersección de la charnela con su perpendicular se obtendrán en 
ésta las posiciones del punto abatido. 


| Resolución en el sistema acotado. (Figu- 
(3) ra 345.) Sea a el punto y (S) el plano 

que lo contiene. El plano de abatimiento 

va a ser el plano del dibujo; por tanto, 

g As la traza S será también la charnela Ch, 


f y aplicando la regla anterior, desde a tra- 
AS" A zaremos la perpendicular y la paralela 
pd a a la charnela, determinando así los pun- 

| tos t yu al tomar, a partir de a y sobre 
a la paralela a la charnela, la cota h, del 
Alae punto. 


Con radio t--u conseguiremos en un sen- 


7,340: alema comino; tido la posición A,_,, y en el otro A,» 


Abatimiento de un punto. 
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Abatimiento de un punto en el sistema diédrico. (Fig. 346.) Sea a—a' 
un punto y S—S”, el plano que lo contiene. El punto a—a”' está situado 
en la horizontal de traza v—u”. 

Por utilizar el horizontal de proyección como plano de abatimiento, 
la charnela Ch—Ch' será la traza horizontal del plano S. 


Fig. 346. — Sistema dié- 

drico: Abatimiento de un 

== punto sobre el plano hori- 
zontal de proyección. 


Apliquemos la regla general trazando desde a la perpendicular y la 
paralela a la charnela, etc. 
Construído el triángulo a—t—u y haciendo centro en t con radio 


r = t—u, obtenemos A, y Aaz 


Nota: Es preciso tener muy en cuenta que siendo la charnela una recta como otra cual- 
quiera, ha de tener sus dos proyecciones; es decir, que en este caso será Ch—Ch’, confun- 
diéndose Ch’ con la línea de tierra por ser una 
recta del plano horizontal. 


Figura 347. Si en vez de utilizar 
el plano horizontal de proyección 
como plano de abatimiento empleá- 
ramos el vertical, la charnela, en 
este caso, sería Ch'—Ch, es decir, la 
traza vertical S',—S, del plano. 

También en este caso empleare- 
mos la regla general, que consistirá 
en trazar desde la proyección a’ del 
punto sobre el plano de abatimiento 
la perpendicular y la paralela a la 
charnela, etc.; haciendo centro en f 
y con radio t—u obtenemos las dos e 347.—Sistema diédrico: Abatimiento 


j R un punto sobre el plano vertical 
posibles soluciones 4,_, y A,_». sad Sci epa 
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Figura 348. Puede ser útil a veces, y nosotros lo emplearemos, el 
artificio de tomar como plano de abatimiento no ya uno de los de pro- 
yección, sino otro que le sea paralelo, por ejemplo, un horizontal o un 
vertical, lo cual, aparte de la ventaja que trae consigo el simplificar las 
construcciones o de darnos puntos situados dentro de los límites del 
dibujo, tiene la propiedad de que el abatimiento viene proyectado en 
verdadera magnitud sobre el plano de proyección a que es paralelo, lo 
que equivale, en definitiva, a haber operado sobre él como plano de 
abatimiento. 

Así, por ejemplo, en el caso de la figura, utilizamos como plano de 
abatimiento el horizontal H”,, y entonces la regla sigue aplicándose; 


Fig. 348.—Sistema diédrico: Abatimiento Fig. 349. — Sistema axonométrico: Aba- 
de un punto sobre un plano paralelo al timiento de un punto. 
horizontal de proyección. 


es decir, que la charnela en este caso es la Ch—-Ch', pero la altura del 
punto se medirá desde la proyección vertical a’ a la traza vertical H’, 
del plano de abatimiento. 


Abatimiento de un punto en el sistema axonométrico. (Fig. 349.). 
Sea el punto A—a' situado en el plano s'—s'"—s””. Siendo el plano 
de abatimiento el plano v de referencia, la charnela Ch será su traza 
ordinaria S, por lo que la construcción se efectúa en la misma forma 
que en los casos conocidos en los otros sistemas, trazando desde la pro- 
yección directa en este caso (que es la proyección ortogonal sobre el 
plano de abatimiento) la perpendicular y la paralela a la charnela, etc. 

Para construir el triángulo A—t—u se precisa conocer la distancia 
del punto al plano de abatimiento, es decir, la distancia del punto al 
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plano de referencia n. Esta distancia (A)—A, como aparece en la fi- 
gura 350, tendrá que medirse mediante un artificio que detallamos en 
relación con la figura 351: 

Es indudable que conseguiremos el mismo resultado si en vez de 
hallar la distancia del punto (A) al plano de abatimiento n, medimos 
la distancia que separa el origen O de un plano (r,) paralelo a n que 
pase por el punto (A). Supongamos trazado dicho plano (*,), que al 
pasar por (A) determina sobre los 
ejes los puntos (p), (q), (m), que nos 
proporcionan las trazas de este pla- 
no (r,): (r”,)—(x”,)—(x””.). 


(Z) 


SS 7 
NS 


Fig. 350.—Sistema axonométrico: Dis- Fig. 351. — Sistema axonométrico: Determinación 
tancia de un punto al plano de proyec- de la distancia entre el origen y un plano paralelo 
ción o del abatimiento. al del abatimiento. 


Habremos formado así un tetraedro cuya altura O— fO) será la dis- 
tancia del punto origen O al plano (x'.). 

Si ahora consideramos el plano que pasa por el eje O—(Z) per- 
pendicular a (r',), habremos obtenido un triángulo rectángulo en O: 
(m)—0O—(n), cuya altura es el segmento que tratamos de medir. 
Si, tomando como charnela el lado (m)—(n), hacemos coincidir el 


plano del triángulo (m)—O—(n) con (x,), obtenemos el punto aba- 
tido (O,) y la distancia (O,)—-(0) será la altura del triángulo abatido 
(m)—(0.)—(n). El vértice O, se hallará en una semicircunferencia de 
diámetro (m)—(n) y su altura habrá de pasar necesariamente por el 
punto (0). 

De aquí se deduce el procedimiento para conseguir esta distancia, 
no ya en el plano (rx”), sino en el plano x de representación. 
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Como todo ello viene proyectado ortogonalmente sobre dicho plano, 
tendremos proyectadas y en verdadera magnitud las trazas n’, n”, 
y x'”,, y asimismo los puntos m y n, que nos permitirán el trazado de 


la semicircunferencia y, 
por tanto, el conoci- 
miento del punto O,; la 
distancia O—O, es ha, 
que hacíamos intervenir 
en la figura 349. 

La resolución com- 
pleta de la obtención 
de h, en este sistema 
axonométrico viene re- 
presentada en la figu- 
ra 352, donde se repiten 
las construcciones con las 
mismas notaciones de la 
figura anterior. 


Abatimiento de un 
punto en el sistema cóni- 
co. (Fig. 353.) Sea el 
punto (A)—(a) situado 
en el plano (S)—(s). 

Como en este sistema 


Fig. 352. — Sistema axonométrico: Realización de la 
obtención de la distancia de un punto al plano del aba- 
timiento. 


no tenemos más que el punto A, proyección directa de (A), no pode- 
mos aplicar la regla general con el solo conocimiento de éste, y debe- 


Fig. 353. — Abatimiento de un punto en el sis- 
tema cónico. 


mos obtener pre- 
O viamente su pro- 
yección ortogonal 
Ap sobre el plano 
del cuadro. Para 
ello habremos de 


trazar la proyectante (4)—.A,, 
que fugará en el punto P y 
pasará necesariamente por el 
punto A. 

Ya con el conocimiento de Ap, 
podremos aplicar la regla ya 
conocida trazando por ella la 
perpendicular y la paralela a la 
charnela, etc. Construyendo el 


triángulo Ap—t—u, determina- 
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Realización del abatimiento en el sistema cónico. (Fig. 354.) Sea el 
siste ma que representa la figura y un punto A—a del plano S—L,. 
Empezaremos por proyectar ortogonalmente el punto sobre el plano 


Fig. 354. — Sistema cónico: Realización del abatimiento de un punto. 


del cuadro, auxiliándonos de la perpendicular P—A, P—a, cuya traza 
sobre el plano del cuadro será a,—A,, proyección ortogonal del punto. 
Por éste, aplicando la regla general, trazaremos la perpendicular y la 
paralela a la charnela, que en este caso es la traza S del plano. La 


distancia del punto al plano 
será la que viene representada 
por el segmento a—a,, cuya 
verdadera dimensión se deter- 
minará aplicando lo explicado 
con referencia a la figura 316, 
y viene dada por R—Ọ = h,. 


Abatimiento de una recta. 
(Fig. 355.) La recta tampoco 
se puede abatir, como ya hemos 
aclarado. Se entenderá que se 
abate un plano (S) que la con- 
tiene, sobre el de representa- 
ción n. 


Fig. 355. — Abatimiento de una recta. 


Como la recta está integrada por dos puntos, bastará conocer el 
abatimiento de dos de ellos para así tener el de la recta; pero si tene- 
mos presente que todos los puntos del eje de giro, o sea de la char- 
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nela, permanecen invariables, la traza B de la recta R con la charnela 
será punto que pertenecerá a las posiciones abatidas R,_, o R,_,, que 
se conseguirán conociendo el abatimiento de uno solo de sus puntos 4 
que ocupa las posiciones A, , o A,.,, según sea el sentido del giro del 
plano abatido. 


Abatimiento de una recta en el sistema acotado. (Fig. 356.) Con lo 
ya explicado anteriormente, supuesta una recta R representada en este 
sistema, situada en el plano (S) cuya traza es S, tomando ésta como 
charnela Ch, al permanecer inva- 
riable el punto B de la misma y 
siendo A, el abatimiento de A, con- 
seguiremos en R, el abatimiento de 
la recta R. 


boo 
> Ch 
af Ne 
Fig. 356. — Sistema acotado: Fig. 357. — Sistema diédrico: Abatimiento de una recta 
Abatimiento de una recta. y proyecciones de un segmento dado sobre la misma. 


Abatimiento de la recta en el sistema diédrico. (Fig. 357.) La recta 
es r—r', el plano que la contiene S—S”, y el plano de abatimiento el 
horizontal. Abatido un punto a—a” de la recta obtenemos, según ya 
se sabe, A,; y siendo b—b' el punto invariable de la charnela, al unirlo 
con el anterior obtenemos la posición R, de la recta abatida. 

Nos será más conveniente, si ello es factible, abatir el punto v—v’, 
traza vertical de la recta, en vez de uno cualquiera a—a”, pues con ello 
conseguimos una simplificación en la forma de llevar la altura h, 
del punto sobre el plano de abatimiento, haciendo centro en v con 
radio v—v". 

Obsérvese que, hallándose la recta situada sobre el plano de pro- 
yección, aparece en su verdadera magnitud y, por tanto, el segmento 
proyectado a—u, a'—vu”, tiene una medida real igual a D, correspon- 


diente al segmento abatido A,—V,. 
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Figuras 358 y 359. Como recta notable de un plano abatido en 
este sistema, figura la de su otra traza, que no se ha elegido como char- 
nela. Tal es el caso de la figura en cuestión, donde se ha consegui- 
do (P,),, abatimiento de P,—P”,, tomando como charnela Ch—-Ch”, la 
otra traza P—P”. En este caso, y tal como aparece en la figura 359, 
el punto que se ha elegido v—v’, además del común a la línea de tierra 


y 
IL] 


Fig. 358.— Abatimiento de la traza 
vertical de un plano en el sistema 
diédrico. 


Fig. 359. — Sistema diédrico: 

Abatimiento de la porción de un 

plano comprendida en el primer 
cuadrante. 


y a la charnela, nos da V, y, por tanto, la posición (P,), de la traza 
vertical abatida. De esta forma se consigue, además, tener la me- 
dida angular a del plano en lo que se refiere a su parte comprendida en 
el cuadrante de proyección, en este caso el primero. Si además el plano 
estuviere limitado por la recta R—r—+r' de perfil, ésta ocuparía una 
posición ya definida por el punto V,, es decir, R,, y entonces el trián- 
gulo formado por las tres rectas P, P”,, R, se hallaría en verdadera 
magnitud abatido y coincidente con el plano horizontal. 
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Abatimiento de la recta en el sistema axonométrico y determinación de 
un segmento dado. (Fig. 360.) Supongamos que se trata de la recta 
R—r', la cual se halla contenida en el plano s'—s'—s””. La char- 
nela Ch será necesariamente la traza ordinaria S del plano en cuestión. 
Resultando doble el punto B, por ser de la charnela, quedará conse- 
guido el problema abatiendo únicamente otro punto de la recta, en este 
caso 4A—a”, situado en la cara del triedro X—0—Z. (Se simplifican 
las construcciones al elegir este punto.) Como hemos de necesitar la 
distancia del punto A al plano del abatimiento, es decir, al plano v, 


Fig. 360. — Sistema axonométrico: Abatimiento de 
una recta y obtención de las proyecciones de un seg- 
mento conocido sobre la misma. 


empezaremos por trazar por el punto en cuestión A—a' el plano r, 
paralelo al de referencia, que nos permitirá conseguir mediante sus 
trazas m',—n”, el diámetro m—n y, por tanto, la altura h,. Obsér- 
vese que por estar situado el punto A en la cara X—0O-—_Z la traza 
z”, pasa por él. 

Conocido el punto A,, obtenemos R, uniéndolo con B, y a partir 
de él podemos tomar un segmento de magnitud conocida D que situará 
en la recta el extremo C,, el cual, mediante una perpendicular a la 
charnela Ch, nos conduce a la obtención de su proyección directa C, 
que limita la del segmento de magnitud dada: A—C, a ——c". 

También quedan así resueltos los problemas relacionados con las 
figuras 308 a 312. 
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Abatimiento de la recta en el sistema cónico y determinación de un 
segmento de magnitud dada. (Fig. 361.) La recta dada R—r está si- 
tuada en el plano S—L;y. El punto B corresponde a su traza con el 
plano del cuadro y también con la charnela; por tanto, será el punto 
doble; otro punto cualquiera A—a de la recta en cuestión tendrá por 
abatimiento el punto A,, obtenido en la forma explicada partiendo 
de A4,. Siéndonos entonces conocida la posición R,, podremos delimitar 
un segmento de longitud D a partir del punto A, cuyo extremo C, 
proviene del punto C,, proyección ortogonal de C—c. 


Fig. 361. — Sistema cónico: Abatimiento de una 
recta y proyecciones de un segmento de longitud co- 
nocida sobre la misma. 


Es de observar que la recta B—.A,—-C, es la proyección ortogonal 
de la recta (R) sobre el plano del cuadro (por ser la unión de dos de sus 
puntos proyectados: B—A),). 

Este plano proyectante sobre el plano del cuadro de traza 
N = (B—A,—-—C,) tiene por recta límite la determinada por el punto 
principal P y por el punto de fuga F de la recta R—r que contiene. 
(Véanse figs. 201 y 202, plano perpendicular al del cuadro.) 

De esta forma hemos conseguido de una manera sencilla colocar un 
segmento de magnitud dada sobre una recta, y también, aunque inver- 
samente, hallar la longitud de un segmento representado en este siste- 
ma, sin tener que recurrir a las construcciones especificadas en rela- 
ción con las figuras 317 a 320. 
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Abatimiento de una forma plana. (Figura 362.) Sea la forma 
plana A— B—C— D, situada en el plano (S) que tratamos de abatir 
sobre el plano de referencia n. El problema no encierra novedad 
alguna en sí, puesto que hallando el abatimiento o la posición abatida 
de cada uno de sus puntos, y uniéndolos ordenadamente, conseguiria- 
mos la finalidad del problema. Pero este procedimiento, a más de ser 
rutinario y largo, nos puede conducir a errores de exactitud y a come- 
ter faltas tanto de interpretación como de resultado. Por esta razón 
y otras que más adelante apreciaremos, vamos a utilizar con ventaja 
una relación sencilla de afinidad existente en este artificio: 

Sabemos que la proyección ortogonal a de un 
punto y su abatimiento A, se encuentran siem- 
pre en una perpendicular a la charnela; por 
tanto, queda ya puesta de manifiesto una de las 
propiedades de las figuras afines que relaciona 
la proyección ortogonal de la forma plana y su 
abatimiento, por tenerse que corresponder to- 
dos sus puntos en rectas paralelas, ya que son 
todas perpendicula- 
res a la misma char- 
nela. Además de esta 
propiedad, queda 
también patente el 
hecho de que las rec- 
tas homólogas o afi- 
nes se cortan en pun- 
tos dobles del eje de 
Fig. 362. — Abatimiento de una forma plana. afinidad, que en este 

caso es la charnela. 

La demostración de esta segunda propiedad es evidente si nos fija- 
mos en que las rectas del espacio de la forma plana: C—D, A—D, B—A, 
cortan a la charnela en los puntos m, n, o, respectivamente, puntos que 
pertenecen a sus proyecciones ortogonales c—d, a—d, b—a, y también 
a sus posiciones abatidas C,—D,, A.—D.,, Ba— A., manifestándose, 
por tanto, que la figura proyección y la figura abatida tienen sus rectas 
homológicas con puntos dobles en una recta fija. 

Con esto vemos que para obtener el abatimiento de una forma plana, 
conocida su proyección ortogonal sobre el plano del abatimiento, bas- 
tará tener fijada la charnela y la posición de un punto abatido, o sea 
el eje y un par de puntos afines, para que al quedar así definido el sis- 
tema se resuelva un problema sencillo de afinidad que nos proporcione 
el abatimiento total de la forma en cuestión. 

Esta propiedad va a ser utilizada en todos los sistemas de represen- 
tación, como vamos a detallar a continuación: 


B . 


X 
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Abatimiento de una figura plana en el sistema acotado. (Fig. 363.) 
La figura plana es aquí el triángulo A—.B—-—C situado en el plano (S), 
cuya traza S se utiliza como charnela Ch. 

La posición abatida del punto A es A,. Al quedar definido el sis- 
tema por Ch y A—A, bastará hallar el triángulo A,—.B,_,—-—C, afín del 
anterior, para tener así conseguido el abatimiento deseado. 


TASA 
AAA 
a e. 

s 


sx 
Fig. 363. — Sistema acotado: Abati- Fig. 364.—Sistema diédrico: Abatimiento de una 
miento de una figura plana. figura plana. 


Abatimiento de una forma plana en el sistema diédrico. (Fig. 364.) 
Conocemos un plano S—S”, y la proyección horizontal de una forma 
poligonal que contiene: a—b—c—d—e, de la cual no necesitamos su 
proyección vertical: a—b"—c<—d'—-2”. 

El abatimiento se consigue hallando la forma afín: A,- B,— C,—D,-—E, 
de la ya citada, en un sistema en que el eje de afinidad es la traza 
S—Ch—-Ch' y un par de puntos afines: a—A,. La altura del punto A 
sobre el plano de referencia o de abatimiento h, se ha obtenido utili- 
zando la horizontal que pasa por el punto a—a'. Como se observa, se 
han utilizado los puntos dobles del eje B,, B., Ba, Ba. 
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Abatiímiento de una forma plana en el sistema axonométrico. (Figu- 
ra 365.) Supongamos que en el plano s'—s' —s”” limitado por la rec- 
ta R existe una figura F. Se trata de conseguir la verdadera forma de 
esta figura y de la porción del plano situado en el primer cuadrante 
limitado por la recta R ya citada. Sabemos que la charnela Ch es la 
traza ordinaria S del plano (S), y también eje de afinidad, necesitando 
para determinar el sistema el conocimiento de un par de puntos afines. 
Con tal motivo elegiremos un punto A de la traza s”, por sernos más 
sencilla la determinación de su distancia h4, como lo hemos podido 


comprobar en la figura 360. Con el conocimiento del plano x"—1"—x””, 


Fig. 365. — Sistema axonométrico: Abatimiento de una figura plana. 


paralelo al de referencia, que pasa por el punto 4, conseguimos el diá- 


metro m—n y, por tanto, la altura h,, que llevaremos a partir de A 
en la forma ya sabida. El triángulo A—t—u nos proporcionará el punto 
abatido A,. Conocido el punto A,, la determinación de la forma F, nos 
es ya familiar, por tratarse únicamente de la resolución de un proble- 


ma de afinidad. 


Abatimiento de una forma plana en el sistema cónico. (Fig. 366.) 
En un plano dado S—L; existe una forma plana dada por los puntos 
A—B—C—D-—-E—F—G—H, cuya verdadera forma se trata del con- 
seguir mediante el abatimiento de dicho plano S sobre el plano del cua- 
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dro. Para ello utilizaremos el procedimiento ya conocido de abatir un 
punto A mediante su proyección ortogonal A, : A,. (Véase fig. 354.) 
En los casos resueltos en relación con los otros sistemas nos ha bas- 
tado el conocimiento del eje de afinidad que es la charnela y de un par 
de puntos afines; tales serían en este caso A, y A). Pero para esto nece- 
sitaríamos conocer las proyecciones ortogonales de todos los puntos que 
integran la forma del plano S sobre el plano del cuadro, análogamente 
a lo hecho con el punto A, para, una vez determinada esta figura pro- 
yección, relacionarla mediante la afinidad con su abatida. Pero esto, 
además de ser engorroso de lograr, no nos conduce a un resultado ape- 


Fig. 366. — Sistema cónico: Abatimiento de una forma plana. 


tecible, puesto que podemos relacionar directamente la proyección 
directa de la forma dada y su abatimiento. 

Para ello nos basaremos en que si dos figuras son homológicas de 
una tercera con respecto a un mismo eje, éstas son homológicas entre 
sí con relación al mismo eje y con un centro de homología que se halla 
en línea recta con los otros dos. Pues bien: la figura proyección directa 
del sistema A y la figura proyección ortogonal sobre el plano del cuadro 
del sistema A, son homológicas con eje S o Ch y centro de homología P. 
Por otro lado, la forma proyección A, y la abatida A, son afines con 
eje S y con dirección de afinidad normal a ella. Por ello sabemos cuál 
ha de ser la nueva dirección del centro de homología O,: P—0O, per- 
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pendicular a Ch. Como más adelante demostraremos (véase tomo Il, 
página 137), resulta ser O, el abatimiento del centro de proyección O 
alrededor de la recta límite L,. 

Resolviendo este problema de homología se consigue el abatimiento 
en la forma plana deseada. 

Como se observa, las rectas G—H, E—F, D—A y C—D son concu- 
rrentes en el punto h de la recta límite, por lo que sus homólogas son 
paralelas a la dirección O, —h. 

También es preciso hacer resaltar que el abatimiento s, de la traza 
horizontal del plano s es también paralela a O,—-A. 


PROBLEMA INVERSO 


Obtención de las proyecciones de una forma plana conocida. Como 
ejemplo de las posibilidades del abatimiento, y por intervenir con fre- 
cuencia la circunferencia en las figuras geométricas, vamos a resolver 
el problema de hallar sus proyecciones 
cuando conozcamos el plano que la 
contiene, su centro y su radio. 


En el sistema acotado, dado un punto 
C en un plano (S), centro de un círculo 
de radio también dado, se pide la pro- 
yección de este círculo. (Fig. 367.) 
Como ya se ha indicado en el capí- 
tulo I, bastará llegar a conocer los 
ejes de la elipse proyección para que 
quede terminado el problema, y esto 
se logra con gran facilidad auxilián- 
donos del abatimiento, pues una vez 
abatido el plano, tomando por char- 
Fig. 367. — Sistema acotado: Proyec- nela Ch su traza S, dibujamos el 
ción de un círculo. círculo de radio dado; el afín de éste 
en el sistema representado nos propor- 
cionará directamente los elementos necesarios para la representación 
del círculo. A 
Así, por ejemplo, el diámetro 4,—B,, por ser paralelo al eje de 
afinidad, será también paralelo e igual a A— B; es decir, será el eje 
mayor de la elipse proyección. 
La determinación del extremo del eje menor E se consigue muy sen- 
cillamente uniendo los dos puntos de la misma figura B,—E, y hallan- 
do, por tanto, el afín E de este punto E,. 
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Sistema diédrico. (Fig. 368.) Proyección de un circulo de centro co- 
nocido situado en un plano dado, colocado de tal manera que sea tangente 
al plano vertical. 

Sean el plano S—S”, y c—<c' el centro del círculo. 

Por un abatimiento sobre el plano horizontal, es decir, tomando 
como charnela Ch la traza S, conseguimos el abatimiento C, del cen- 


Fig. 368. — Sistema diédrico: Proyecciones de un 
círculo. 


tro y el abatimiento de la traza vertical S,_, a la cual trazaremos la 
circunferencia tangente en A,- 

Resolviendo la afinidad correspondiente a este abatimiento conse- 
guimos los ejes de la elipse, que al ser trazada deberá resultar tangente 
a la línea de tierra en el punto a, proyección horizontal del a’ corres- 
pondiente al punto exigido de tangencia con el plano vertical, es decir, 
a la traza S’. 

La proyección vertical de la circunferencia se podría conseguir me- 
diante la afinidad utilizada en relación con la figura 135, tomando como 
eje la recta E de intersección del plano S—S’, con el segundo plano bisec- 
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tor, siendo la dirección de afinidad la perpendicular a la línea de tierra; 
pero será más cómodo, en general, utilizar nuevamente la afinidad exis- 
tente entre la proyección vertical pedida y el abatimiento del círculo 
sobre el plano vertical, tomando como charnela la traza vertical del 
plano S',: Ch,—CR?,. 


Y | 
D 
A 


N KA 
Proyección de un círculo en el y Fig. 369. — Sistema axonométrico: 
sistema axonométrico. (Fig. 369.) | Proyección directa de un circulo. 
En el plano dado s'—s”—s”” 
existe un círculo de centro C que es tangente a la traza s’. 

El problema va a consistir en representar la parte de círculo situada 
en el primer cuadrante. Para ello elegiremos la traza ordinaria S del 
plano como charnela Ch, y obtendremos el abatimiento del plano sobre 
el del dibujo, para lo cual resolveremos el problema de afinidad que se 
plantea en el sistema determinado por: eje de afinidad, la char- 
nela S—Ch y un par de puntos afines 4A—A,. 

Se ha tomado el punto A en vez del C por ser más sencilla su obten- 
ción abatida, por tratarse de un punto de la traza s”, pues como ya 
hemos visto en casos anteriores análogos, se obtiene muy sencillamente 
el plano paralelo a n que pasa por el punto en cuestión A. Este nos 
determina el diámetro m—n, que nos dará origen a la altura h, del 
punto elegido sobre el plano de referencia. 

Con el triángulo ya conocido 4A—t—u obtenemos A, y con él la 
traza abatida s'”, que lo contiene. 
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Con el auxilio de la recta 4—-C obtenemos el punto C,, abatimiento 
del centro, y con el radio r trazamos el círculo en el plano del abati- 
miento tangente a la traza abatida s”,. 

Este círculo estará limitado por las trazas, o sea por los puntos Is, Za 
3a» 4a» 5a que corresponden en la proyección directa del sistema a 
los 1, 2, 3, 4, 5, respectivamente. 

La elipse proyección de la circunferencia tendrá como semieje 
mayor F—-C, afín del radio paralelo al eje F,—-C,, y como semieje 
menor el que se determina mediante el punto E, cuyo abatido es E,, 
perpendicular al eje Ch, y que se consigue con la recta F—E, afín 
de la F,—E,. 


1 
aS -| Ch d 


Fig. 370. — Sistema cónico: Proyección de un circulo. 


Proyección de la circunferencia en el sistema cónico. (Fig. 370.) En 
el plano S—L; existe una circunferencia de centro C—c, la cual ha de 
tener por condición el ser tangente a la traza horizontal s del plano. 

Según hemos visto en relación con la figura 366, el abatimiento del 
círculo sobre el plano del cuadro y su proyección directa son homoló- 
gicos en un sistema definido por: 1.9, la traza S como eje de homolo- 
gía, que también es la charnela Ch; 2.0, recta límite del sistema pro- 
yección, la del plano: Ls, y 3.9, centro de homología, el abatimiento del 
centro de proyección sobre el plano del cuadro, tomando como char- 
nela la anterior recta límite Ls. 

Por ello, lo primero que hacemos es determinar el centro de homo- 
logía O,, abatiéndolo como ya hemos dicho y auxiliándonos del trián- 
gulo conocido P—t—u. De esta forma conocemos la distancia d del 
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centro de homología a una recta límite, y nos permitirá esto conseguir 
la otra recta límite L,, que lo será del sistema abatimiento. 


Nota: Es una coincidencia el que la recta límite La pase por el punto principal P del 
sistema. 


Volviendo a la resolución del problema, solamente haremos aplica- 
ción de un problema de homología sencillo, tal y como se halla expli- 
cado en lo referente a la figura 12. 

En este caso particular se ha determinado el centro M de la elipse 
proyección como homológico del punto M,, polo de la recta L, con res- 
pecto a la circunferencia C, abatida sobre el plano del cuadro, la cual 
se ha trazado tangente a la recta s,, abatimiento de s, traza del plano. 
Por ser el plano dado perpendicular al geometral, vendrá s, sobre la 
línea de tierra, lo que también se comprueba, puesto que su punto 
impropio f unido con el centro de homología O, nos da la dirección de 
la línea de tierra. 

Con los diámetros conjugados E—G y H—/I se han conseguido los 
ejes de la elipse, que nos han permitido su trazado. También es una 
coincidencia el que el extremo del eje menor coincida con el de con- 
tacto c. 


APLICACION DEL ABATIMIENTO A LA MEDICION 
DE ANGULOS 


Primer caso. Angulos de dos rectas. (Fig. 371.) Sean dos rectas 
R,—R. que se cortan en el punto A. Se trata de conseguir la verda- 
dera dimensión del ángulo a que forman entre sí. 

El procedimiento más sencillo va a consistir en hacer coincidir, por 
abatimiento, el plano determinado por las rectas citadas con el plano 
de referencia, tomando como charnela Ch la traza de este plano con el 

anteriormente citado. Esta traza se consigue 
A uniendo entre sí los puntos trazas de las 

rectas dadas con el plano de proyección. 
Conocido el punto a, proyección del vér- 
tice del ángulo, bastará obtener su abati- 
miento A, para que, en unión de los puntos 
fijos de Ch correspondientes a las R, y R., 
consigamos el abatimiento de éstas en R,_, 
y R,_,, que nos medirán el ángulo abatido «,. 
Con esta construcción podemos, de una 
manera muy sencilla, obtener la posición 
en él espacio de la bisectriz f del ángulo 
de las rectas en cuestión, hallando previa- 


Fig. 371. — Angulo de dos rec- > s A : 
£ 3: y trás mente la bisectriz B, del ángulo abatido «,. 


— 226 — 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


Angulo de dos rectas en el sistema acotado. (Fig. 372.) Repitiendo, 
y con la misma notación de la figura anterior, la construcción que se 
indica, hallamos el ángulo «æ de las rectas dadas R,—R, utilizando 
el abatimiento A, de su vértice A, y esto nos permitirá, me- 
diante la bisectriz B, del ángulo ya citado a, obtener la proyec- 
ción B de la bisectriz del formado por las rectas R,—R.,. 


Fig. 372. — Sistema acotado: Obtención 
del ángulo de dos rectas y trazado de su 
bisectriz. 


Fig. 373. — Sistema diédrico: Angulo 
de dos rectas y su bisectriz. 


Angulo de dos rectas en el sistema diédrico y su bisectriz. (Figu- 
ra 373.) Las rectas dadas son r,—r', y r.—r',, que se cortan en el 
punto a—a”. 

En vez de utilizar el plano horizontal de proyección como plano de 
abatimiento, tomaremos, en este caso, el plano horizontal H’, siendo 
entonces la charnela Ch—-Ch' la recta horizontal, que se obtiene de una 
manera directa mediante los puntos m—m’ y n—n' en que son corta- 
das las rectas R, y R., respectivamente. 

Abatido el punto a—a' en A,, conseguimos los abatimientos de las 
rectas Ra y R,_., los cuales pasan por los puntos m y n, como ya sabe- 
mos, y nos miden el ángulo a, cuya bisectriz fB, corta a la charnela en 
el punto x, que se llevará en ch”: x’. La unión de los puntos x—a y x"—a' 
nos da las proyecciones de la bisectriz deseada: B—-£”. 


= 227 == 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


Angulo y bisectriz de dos rectas en el sistema axonométrico. (Fi- 
gura 374.) Las rectas dadas son R, y R., de las que se tienen las 
proyecciones r’, y r', sobre la cara X—O—Y. Hallaremos el plano 
que determinan s'—s'—s'”, y conseguiremos su traza ordinaria S, 
que tomaremos como char- 
nela Ch. El punto A—a', 
común a las dos rectas y 
vértice del ángulo, se abate 
alrededor de la charnela Ch, 
hallando para ello, previa- 
mente, la altura h, median- 
te el plano r'—x” paralelo 
al de referencia y que pasa 
por el punto A—a'; es de- 
cir, determinando como en los 
casos anteriores el segmento 
m—n. Conocido el punto A,, 
y siendo fijos los u—u de la 
charnela, conseguimos la me- 
dida del ángulo a, cuya bisec- 
triz 8, corta a la charnela en el 
puntow. Unido éste con A, nos 

proporciona la proyección di- 
A si is a recta f de la bisectriz pedida. 


Fig. 374. — Siste- 
ma axonométrico: 
Angulo de dos rec- 
tas y su bisectriz. 


Angulo de dos rectas y bisectriz en el sistema cónico. (Fig. 375.) Las 
rectas dadas son R,—R,, cuyas proyecciones horizontales son r’, y r',. 
El plano que las contiene es el S—Ls. 

Emplearemos la homología para conseguir el abatimiento de este 
plano sobre el del cuadro, para lo 
cual previamente hallaremos el pun- 
to O,, abatimiento del centro de 
este sistema alrededor de la recta 
límite Ls como charnela y median- 
te el triángulo conocido P—+t—u. 

La recta homóloga de R, es Rọ a 
sobre la cual se sitúa el vértice 
abatido A,, con lo cual consegui- 
mos, como hemos hecho en los 
casos anteriores, la bisectriz f, 
homóloga de f,. 

Como comprobación, la traza u 


de esta bisectriz (£—4 será un pun 
P punso Fig. 375. — Sistema cónico: Angulo de dos 
de la traza horizontal s del plano. rectas y su bisectriz. 
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ANGULO DE UNA RECTA CON UN PLANO 


Figura 376. El ángulo de una recta R con un plano S es el que 
forma la recta en cuestión con su proyección ortogonal J sobre dicho 
plano, para lo cual habrán de efectuarse las operaciones siguientes: 

Elegir un punto B de la recta. Trazar la perpendicular K al plano 
y hallar su intersección C con S. Unir este punto C con el de inter- 
sección A de la recta R con el plano y, finalmente, medir el ángulo de 
estas dos rectas. 


Fig. 376. — Angulo de recta y 
y plano: Bisectriz del mismo. 


Si solamente se deseara cono- 
cer el ángulo a que formara la 
recta con el plano, se podrían 
simplificar las construcciones, pues 
teniendo presente que el triángulo 
A—B—Ċ es rectángulo en C, el 
ángulo en B es complementario del 
pedido. Por tanto, bastará medir 
éste para obtener el quese desea: a. 

Pero si se tratara de trazar la 
bisectriz del ángulo, tendríamos 


que recurrir al procedimiento in- Fig. 377. — Sistema diédrico: Bisectriz 
x e a a del ángulo formado por una recta y un 
dicado al principio. plano. 


Resolución en el sistema diédrico. (Fig. 377.) La recta es r—r' y el 
plano, S—S”';: 

1.0 Empezaremos por determinar el punto a—a', traza de la recta 
con el plano, para lo cual nos hemos auxiliado del proyectante hori- 
zontal de la misma. 

2.0 Hemos elegido el punto b—-b' sobre la recta y hemos trazado 
la perpendicular k—k”, cuyo punto de intersección con el plano es 
el c—c', obtenido, éste, tomando su plano proyectante vertical. 
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Unidos los puntos a—c, a'—c’, logramos la proyección de la rec- 
ta j¡—J', proyección ortogonal de r sobre el plano S. 

Bastará hallar el ángulo que forman estas dos rectas, es decir, J y R, 
para poder conseguir su bisectriz. Este problema ha sido resuelto en 
ocasión de la figura 373, y en este caso hemos tomado como plano de 
abatimiento el V, paralelo al vertical de proyección, siendo, por tanto, 


Fig. 378. — Sistema diédrico: Medición del ángulo 
de una recta con un plano. 


la charnela Ch-—Ch' la frontal del mismo f-—f', que se consigue cono- 
ciendo los puntos b—b’ (tomado de propio intento) y d—d”. 

Para que se aprecie la simplificación que resulta si solamente 
deseamos la medida del ángulo de la recta con el plano, tengamos 
a la vista la figura 378, donde la recta r—r' interviene en relación con 
el plano S—S”. 

Se ha elegido un punto b—b' de la recta y se ha trazado la perpen- 
dicular k—k'. El ángulo de estas dos rectas se obtiene al utilizar como 
plano de abatimiento el H’, y como charnela Ch—-Ch', la horizontal 
determinada por los puntos m——m”, n—n'. Mediante el abatimiento B, 
del punto b—b’, la medida del ángulo que forma la recta con el plano 
es el complementario a. 
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Bisectriz del ángulo de una recta con un plano en el sistema cónico. 
(Figura 379.) La recta dada es R—r y el plano S—_L,. 

Efectuaremos las mismas operaciones que las indicadas en la figura 
del espacio 376. 

El punto A—a es el de intersección de la recta dada con el plano 
en cuestión, y se ha conseguido utilizando su plano proyectante hori- 
zontal, que nos proporciona la intersección I, integrada por los pun- 
tos: M,, común a las rectas 
límites L, y L—(Fr—f,), y 
el N,, intersección de las 
trazas horizontales s y r. 

Elegido un punto B—b, 
se traza la perpendicular 
K-k, la cual fuga en el pun- 
to Fx—f1 obtenido esto, 
según sabemos, por la figu- 
ra 302. El punto C—c es el 
de intersección de la perpen- 
dicular K—k con el plano 
dado, y proviene de la inter- 
sección I., recta común al 
plano S—L, dado y al pro- 
yectante horizontal de K 
mediante los puntos: M., 
encuentro de las rectas L, y 


Fi—fw y Na, común a las } Y 

trazas horizontales s y k. Aé Ls Pig. gö — Siena 
El ángulo quese trata de | El f; M cónico: Angulo de 

medir ahora es el de las rec- Y | dos r ecaa pe bi- 

tas: R dada y J—j (A—C, Yr 


a—c). Estas dos rectas de- 
terminan un plano Q—L,, teniendo presente que esta última ha de 
pasar por Fp, punto de fuga de la recta R que contiene dicho plano Q. 

El abatimiento del plano Q sobre el del cuadro nos proporcionará 
una figura homóloga en un sistema en que el eje de homología sea la 
traza Q, la recta límite del sistema proyección L, y el centro de homo- 
logía O,, abatimiento del de proyección con charnela: la recta límite Lọ. 
Teniendo presente también la definición de punto de fuga y su deter- 
minación, es indudable que las rectas O,—F r y O,— F; serán rectas 
paralelas a las que tratamos: R y J. 

El ángulo de tales rectas (R),—(.J), será el a que forman las rectas 
en el espacio, y la bisectriz de este ángulo (B), tendrá por punto de 
fuga el F,—f,, que unido con A, nos determina la posición de las pro- 
yecciones B—-£E, bisectriz exigida. 
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ANGULO DE DOS PLANOS Y PLANO BISECTOR DE AMBOS 


Figura 380. Sean los dos planos P y Q, cuyo ángulo tratamos de 
hallar. Este será medido por el rectilíneo correspondiente, producido por 
un plano perpendicular S a su inter- 
sección I; es decir, el ángulo formado 
por las intersecciones p y q que pro- 
ducen los P y Q sobre el S. 

La manera de conseguir el plano 
bisector B consistirá en hallar el plano 
formado por la intersección ya mencio- 
nada I y por la bisectriz b del ángu- IN 


lo p—- 


Resolución en el sistema diédrico. al 
(Fig. 381.) Sean P—P”, y Q—Q”, los 
planos cuyos bisectores se trata de 
conseguir. Empezaremos por hallar la 


intersección de estos planos, que es la 

recta i—i’. Trazaremos un plano per- Fig. 380. Api ms diedro y trazado 
pendicular a ella: S—S”,. Este plano E E oie 

corta a la recta de intersección i—i’ en el punto a—a', vértice del 
ángulo rectilíneo que tratamos de medir. (Este punto a—a” se ha 
conseguido utilizando el plano pro- 
yectante horizontal de la intersec- 
ción.) 

Con este punto se determinan 
las rectas p y q, proyecciones hori- 
zontales de las trazas de los pla- 
nos dados con el S—S”,, para lo 
cual nos bastan los puntos comu- 
nes m—n de la traza S con P y Q, 
respectivamente. (No nos son ne- 
cesarias p’ y q'.) 

Tomando ahora como charnela 
Ch—-Ch”, traza horizontal del pla- 
no S, obtenemos el punto A, aba- 
tido y, por tanto, los lados del 
ángulo p, y q.) cuya bisectriz ß, 
corta a la charnela en el punto x. 
Teniendo presente que el plano 
bisector contiene a la intersec- 


Fig. 381.—Medición del ángulo de dos planos . as z k 
cualesquiera y trazado de sus bisectores. ción i—i’, estará determinada su 
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traza B, al unir los puntos h—x, y su traza vertical B”,, uniendo el 
punto donde B, corta a la línea de tierra con la traza vertical u—o' 
de la intersección i—i’ ya citada. 

De la misma manera conseguimos la otra solución, o sea el otro 
plano bisector, con el auxilio de la bisectriz (B,), cuya traza horizontal 
es el punto h,, que unido con h, define su traza horizontal B., cuya 
traza vertical B’, pasa también por vu”, 


Fig. 382. — Medición de los ángulos que forman un plano 
cualquiera con los de proyección. 


Angulo que forma un plano cualquiera con los de proyección en el sis- 
tema diédrico. (Fig. 382.) Este sencillo problema se utilizará con fre- 
cuencia, motivo por el cual queda aquí expuesto. 

Sea el plano P—P”,. El ángulo que forma con el plano horizontal 
estará medido por el rectilíneo producido en un plano perpendicular a 
la intersección, que por ser su traza horizontal P—-P”, será un plano 
tal que el Q—OQ”,, perpendicular al plano horizontal. La intersección de 
ambos planos es la recta iọ—i'ọ, la cual, abatida sobre el plano hori- 
zontal tomando como charnela la traza Q, viene en l,¿_, obtenida me- 
diante el abatimiento de su punto traza vertical vu—v”, es decir, V,. 

El ángulo Q—Z¿_, nos mide ay. 

Repitiendo la misma construcción, pero utilizando ahora el pla- 
no S—S”,, perpendicular a la traza vertical P,—P”, del plano, conse- 
guimos el ángulo a, mediante el abatimiento de la intersección ls ,. 
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Cuando únicamente se precisa el conocimiento del ángulo que for- 
man dos planos en el espacio P y Q (fig. 383), se simplificará notable- 
mente el problema recordando que: si desde un punto del espacio A 
trazamos las perpendiculares p y q a los planos P y Q, respectivamente, 
éstas formarán el mismo ángulo que los planos. 


zx 
E 7 
f A 
Fig. 383. — Las 
perpendiculares # 
a dos planos, tra- 


zadas por un 
punto del espa- 
cio, forman el 
mismo ángulo 

que aquéllos. 


Fig. 384. — Medición directa de un ángulo diedro. 


Resolución en el sistema diédrico. (Fig. 384.) Sean P—P", y QQ”, 
los dos planos cuyo ángulo se trata de medir. 

Elegimos un punto cualquiera del espacio a—a' y trazamos las per- 
pendiculares respectivas p—p' y q—4q', las cuales, abatidas en p, y qa 
sobre el plano horizontal H',, tomado como de abatimiento, nos deter- 
minan el ángulo formado por los planos en cuestión. 
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Trazar planos y rectas que cumplan la condición de formar ángulos 
determinados con rectas y con planos dados. (Fig. 385) Aunque aún 
no hayamos llegado al estudio de las propiedades de los lugares geomé- 
tricos en el espacio, sí podemos adelantar las del cono de revolución, 
por el que se aprecia que todas sus generatrices forman el mismo 
ángulo con su eje y que éstas forman también el mismo ángulo con 
cualquier plano perpendicular a éste, es decir, que contenga la directriz 
circular del cono en cuestión. 

También podemos anticipar que todos los planos tangentes a un 


Fig. 385. — Lugar geométrico de las rectas 

y de los planos que forman ángulos constantes 

con otra recta y con un piao perpendicular 
a ella. 


cono de revolución a lo largo de sus generatrices, formarán igualmente 
el mismo ángulo con el eje de dicho cono o con cualquier plano per- 
pendicular a él. 

Sa observa que tanto la generatriz de contacto como el plano tan- 
gente a lo largo de ella forman con el eje R del cono de revolución un 
ángulo complementario del que forma con el plano de la directriz S, 
y que la traza T del plano tangente es la recta tangente al círculo C, 
directriz del cono, en el punto de arranque B de la generatriz consi- 
derada: A— B. 

Es decir: que siempre se nos forma un triángulo rectángulo en O, en 
el que son catetos: el eje R del cono y el radio correspondiente O—B, 
siendo su hipotenusa la generatriz del cono de revolución considerado. 
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Problema 1.2 Trazar por un punto A de una recta R rectas que 
formen con ella un ángulo determinado y sean paralelas a un plano 
dado P. (Figura 386.) Resolución: Se trazará el cono de revolución 
de vértice A, cuyas generatrices forman el ángulo exigido a, para lo 
cual se elegirá un plano S perpendicular a la recta R por un punto O 
distinto del 4, determinando así sobre él la directriz circular c, cuyo 
radio r se conoce, puesto que se puede construir el triángulo rectángulo 
a que nos referíamos en la figura anterior. Se traza también por el 
punto A un plano (P) paralelo al dado P, el cual tendrá por traza 
sobre el plano de la directriz S la recta T, que cortará a ésta en los 
puntos 1 y 2, los cuales, unidos con A, definen las dos soluciones del 
problema: rectas R, y R.. Si la recta T fuera tangente a la directriz, 
solamente existiría una solución: la 
generatriz de tangencia del plano (P) 
con el cono; y si la recta T fuera 
exterior a la directriz c, no existiría 
solución del problema. 


Fig. 386. — Rectas que forman ángulos Fig. 387. — Rectas contenidas en un pla- 

dados con otra o con un plano perpendicu- no y formen un ángulo dado con el plano 

lar a ella, y estén contenidas en otra o sean horizontal, pasando por un punto del pri- 
paralelas a un plano dado. mero. 


Problema 2.2 Trazar por un punto del espacio A rectas que formen 
un ángulo determinado con un plano dado S y sean paralelas a otro P. 
(Figura 386.) Se empleará un procedimiento análogo al utilizado en 
relación con el problema anterior; es decir, que se trazará el cono de 
revolución de vértice A cuyo semiángulo en dicho vértice sea el com- 
plementario del pedido, y se determinará asimismo su directriz circular 
c, cuyo centro será O, pie de la perpendicular trazada desde A al pla- 
no S. Se halla ahora la traza T del plano paralelo (P) al dado P que 
pase por el punto A, y de esta forma conseguiremos las rectas R, y R. 
que cumplen la condición exigida. 
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Problema 3.2 Aplicación en el sistema diédrico. Trazar rectas que 
estén situadas en un plano P—P', que pasen por un punto dado a—a' 
y formen un ángulo a con el plano horizontal. (Fig. 387.) Se elegirá 
este punto a—a”' como vértice del cono de revolución cuya directriz 
se hallará situada en el plano horizontal, siendo su centro la proyección 
del punto a y su radio p el que se determina mediante el triángulo 
rectángulo a'—m—n. 

La traza horizontal P del plano corta a la circunferencia directriz 
en los puntos 1 y 2, de donde parten las rectas r,—r', y r.—r'”, que 
responden a la cuestión. 


Fig. 388. — Rectas 
que pasen por un 
punto, sean parale- 
las a un plano y 
formen un ángulo 
dado con otro. 


Problema 4.0 Sistema diédrico. Trazar las rectas posibles que, si- 
tuadas en el plano P—-P”,, pasen por uno de sus puntos a—a' y formen 
con el plano S—S', un ángulo a. (Fig. 388.) En este caso, el cono de 
revolución de vértice a—a’ tendrá por altura la distancia H del pun- 
to a—a' al plano Q—Q”, que será horizontal y, por tanto, viene repre- 
sentada por el segmento a—o, a—o”. 

Con ella y con el ángulo a determinamos, aparte, el radio e del 
círculo situado en el plano S—S* directriz del cono, el cual abatido nos 
da O, tomando por charnela S—Ch. En el mismo plano de abatimiento, 
que es el horizontal de proyección, viene también abatida T,, traza t—t' 
del plano P—P”, con el S—S”,, la cual nos determina los puntos 1, y 24- 
Deshecho su abatimiento, obtenemos los dos puntos de la traza t—1': 
1—1' y 2-2”, los cuales, unidos con el a—a”, nos proporcionan las rec- 
tas solución: r,—r”, y r.—r'”,. 
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Problema 5.2 Trazar por una recta dada R un plano P que forme 
con otro dado S un ángulo a. (Fig. 389.) La resolución del problema 
en el espacio consistirá primeramente en formar el cono de vértice A 
(siendo A un punto cualquiera de la recta R), cuyo eje X sea perpen- 
dicular al plano S y cuyo semiángulo en el vértice sea el complemen- 
tario del a. 

Desde el punto C en que la recta dada R corta al plano S se trazan 
las tangentes posibles a la directriz c de este cono, y se obtiene así el 
plano que responde al enunciado. Si el punto C fuera interior a la direc- 
triz, no habría solución posible a este problema; y si fuera un punto de 
la misma, solamente existiría una solución. 


Fig. 389. — Planos que pasen por una recta 
y formen con otra dada o con un plano per- 
pendicular a ella, ángulos determinados. 


Problema 6.2 Trazar por una recta dada R los planos que formen 
con otra (X) un ángulo determinado. (Fig. 389.) Por un punto A de la 
recta R trazaríamos una recta X paralela a la dada (X), la cual será 
eje de un cono de revolución cuyo semiángulo en el vértice fuera el 
dado. Trazado un plano S normal a X determinaríamos en él, y me- 
diante el triángulo ya conocido A—o— B, la directriz circular c, para 
luego, desde el punto C, traza de R sobre S, trazar las tangentes posi- 
bles a ella, que en unión de la R nos definan los planos solución. 

Podrán existir una o dos soluciones, o ninguna, según sea el punto C 
perteneciente a la directriz, exterior a ella o interior, respectivamente. 
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Problema 7.2 Sistema diédrico. Trazar por una recta dada r—r' 
planos que formen con el horizontal de proyección el ángulo a. (Fig. 390.) 
Elegido un punto a—a' de la recta r—r' como vértice del cono de 
revolución, determinaremos su directriz circular situada en el plano 
horizontal. Su radio es p y su centro o, coincidente con a; las tangen- 
tes P y (P) en los puntos b y (b) desde c—c”, traza horizontal de la rec- 
ta r—r' serán las trazas horizontales de los planos solución del problema. 

Para obtener la traza vertical P’, del plano P nos hemos valido de 


Fig. 390. — Planos que pasen por una recta y formen 
con el horizontal un ángulo dado. 


la generatriz del cono a—b, a'—b', por cuya traza vertical v—u' ha de 
pasar P”,. 

Como comprobación, también la traza vertical de la recta r—r' debe 
ser un punto de P”,. 


Problema 8.2 Trazar por una recta dada r—r' planos que formen 
con el S—S', un ángulo a. (Fig. 391.) Para ello elegiremos un punto 
a—a' de la recta r—r”; hallaremos los elementos característicos del cono 
de revolución cuyo vértice sea este punto. Su directriz está situada en 
el plano S—S”,, teniendo por semiángulo en el vértice el complemen- 
tario del dado a. 
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Empezaremos por trazar la perpendicular x—x' al plano S—S”,, y 
determinamos el punto o—o”, intersección de dicha perpendicular con 
el plano en cuestión. Este punto será el centro de su directriz, cuyo 
radio p determinamos aparte hallando previamente la verdadera mag- 
nitud D del segmento: a—o, a—o”. 

Logramos también el punto c—c’, traza de la recta r—r” con el 
plano S—S”,, para lo cual hemos utilizado su plano proyectante ver- 


Fig. 391. — Planos que pasen por una recta y formen con otro cualquiera 
un ángulo dado. 


tical. Tomamos ahora como plano de abatimiento el horizontal, a fin 
de conseguir la posición abatida del círculo directriz tomando por char- 
nela la traza S—Ch. El punto c—c” abatido viene en C, y desde él 
trazamos la tangente T, a la directriz en su punto B,, y deshecho este 
abatimiento teniendo presente que el punto h es doble, obtenemos t, 
que habrá de pasar por c. Mediante h’ tendremos su proyección ver- 
tical t: h"—c'. El plano solución del problema estará integrado, como 
ya hemos visto, por las rectas t—t' y r—r”; es decir, que su traza hori- 
zontal estará definida por h y h,, y su traza vertical habrá de pasar 
por la traza vertical v—v’ de la recta t—1'. 
Siendo el punto T, exterior al círculo, existirá otra solución. 
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Problema 9.2 Trazar planos que cumplan la condición de pasar por 
un punto, ser paralelos a una recta dada R y formen con otro S dado un 
ángulo determinado a. (Figura 392.) Por el punto dado se trazará un 
cono de revolución de eje X perpendicular al plano cuyas generatrices 
formen con él el ángulo dado a, y por el mismo punto A se trazará 
una recta R, paralela a R, terminándose de resolver el problema en 
forma análoga a lo expuesto en relación con la figura 389. 


Fig. 392. — Planos paralelos a una recta 
y que formen ángulos dados con otra o con 
un plano perpendicular a ella. 


Problema 10. Trazar planos que formen con una recta dada X un 
ángulo determinado y sean paralelos a otra dada R. (Fig. 392.) Por un 
punto A elegido arbitrariamente sobre la recta X se trazará un cono 
de revolución cuyo semiángulo en el vértice sea el dado, determinan do 
en un plano S perpendicular a dicha recta su directriz circular c en la 
forma sabida. Por el vértice del cono A se trazará una recta R, paralela 
a la dada, y con auxilio del punto C se terminará el problema en la 
misma forma ya explicada en el problema anterior. 
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CAPITULO XI 


CAMBIOS Y GIROS 


Sistema acotado: Cambio del plano de proyección. - Sistema diédrico: Cambio de los planos de 

proyección. - Sistema cónico: Cambio del plano del cuadro. - Cambio del plano geometral., 

Cambio del punto de vista perpendicularmente al plano del cuadro y paralelamente a él. - Giros 

en el sistemu diédrico. - Giro circular cuando el eje es perpendicular a un plano de proyección. 
Giro circular cuando el eje es oblicuo. - Giro elíptico. - Problemas. - Traslaciones. 


Será necesario con frecuencia obtener proyecciones de una forma 
lituadas en una posición determinada, para conseguir ventajas reso- 
sutivas a veces, o bien representaciones aclaratorias de algún detalle 
particular. Para ello existen dos artificios llamados cambios y giros, 
que se diferencian esencialmente en que en los cambios la forma del 
espacio queda fija en posición y se eligen convenientemente los planos 
de proyección para situarlos en relación con la forma de la manera que 
se estipule, y en los giros sucede lo contrario, y es que permanecen fijos 
los planos de proyección y las direcciones proyectantes, variando de 
posición la forma mediante giros que se efectúan en condiciones con- 
venidas. (Compárense las figuras 398 y 426.) 

También en el sistema cónico no solamente se cambian de posición 
los planos de proyección, sino también el centro proyectante, como más 
adelante veremos. 


CAMBIO PARALELO DEL PLANO DE REPRESENTACION 
EN EL SISTEMA ACOTADO 


Figura 393. Siendo xr el plano de representación o de proyección 
sobre el cual se ha conseguido la proyección del conjunto del espacio, 
se desea conocer, en función de ésta, la nueva proyección del mismo 
conjunto sobre otro plano xr” paralelo al anterior. 

Como la dirección proyectante es ortogonal a m, seguirá siéndolo 
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a n’; por lo tanto, cuando coincidan los dos planos con el del dibujo, 
también se confundirán las dos proyecciones del conjunto; concretán- 
dolas al punto A, la proyección a’ sobre el plano del dibujo coincidirá 
con la conocida a. La única diferencia es que la cota de que se vaya 
a afectar a a' habrá de ser modificada en un sumando correspondiente 
a la cota del plano z’ con respecto a n. En el caso que representa la 
figura, si el punto a tiene una cota sobre el plano n: (+ h,), la repre- 
sentación a” estará afectada de la cota (+ h'a) = (+ ha — hk»), 
siendo (+ h„) la cota del plano z’ sobre el v. 


Fig. 393. — Cambio paralelo del Fig. 394.—Realización del cambio 
plano de proyección en el sistema paralelo del plano de proyección en 
acotado. el sistema acotado. 


Cuando conozcamos la proyección acotada de una forma de ter- 
cera categoría, coincidirá ésta con la obtenida sobre un plano para- 
lelo al de referencia, teniendo únicamente que variar las cotas de 
sus puntos en una cantidad en más o en menos que corresponde 
a la cota del nuevo plano de representación, según sea negativa o 
positiva. 

Una recta r representada en este sistema en la figura 394, dados sus 
puntos de cotas (O) y (+ 7), se representa en r’ cuando el plano v’ 
tiene una cota (+ 3), por ejemplo, motivo por el cual el punto de 
cota (+ 3) de la recta r será en la nueva r' de cota (O), con lo cual 
se observa que todos los puntos han sido afectados del sumando (— 3) 


que aparecen en la figura colocados al lado de sus correspondientes de 
la recta r. 
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CAMBIO OBLICUO DEL PLANO DE PROYECCION 
EN EL SISTEMA ACOTADO 


Figura 395. Supongamos que el plano n va a ser sustituido por 
el z’, que forma un ángulo cualquiera con él. 

La forma del espacio A— B—C contenida en el plano (P) tiene por 
proyección sobre n: a—b—c. Se desea 
conocer la nueva proyección ortogo- 
nal A”—B'—C' sobre el plano n’ en 
función de la a—b—c. 

Para ello, después de efectuada 
la proyección ortogonal antes men- 
cionada, se tendrá que hacer coin- 
cidir el plano nr” con el del dibujo 


Fig. 395. — Cambio de plano de proyección en el sistema acotado: Caso general. 


que, naturalmente, habrá de ser el plano rr, sobre el cual ya tenemos 
la proyección primitiva a—b—c. 

Es indudable que existe una relación sencilla de afinidad entre las 
distintas proyecciones cilíndricas que aparecen en la figura. Sabemos: 
1.2 Que A— B—C es afín de a—b—c, siendo su eje de afinidad la 
traza P, del plano (P) con el plano r. 2. También son afines las 
figuras A-B—C y A'— BC, siendo el eje de afinidad la traza P 
del plano z’ con el de la figura (P). 3.9 Son afines la A—B'—-C' y 
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su abatimiento A,—.B,—C,, teniendo por eje de afinidad la traza S del 
plano xz’ con el n. Por consiguiente, haciendo aplicación del teorema 
general de homología, en este caso de afinidad, que nos dice: Que si 
varias figuras sucesivas son afines entre sí con relación a ejes que pasan 
por un mismo punto, la primera y la última seguirán siendo afines con 
relación a otro eje que pase por el punto común a los intermedios, y tal 
es el caso que nos va a relacionar la proyección conocida a—b—<c y 
la deseada 4,—B,_—C,, pues todas las intermedias son afines entre 
sí con relación a ejes que pasan por el punto X, común a los tres 
planos rx, x’, y el de la figura (P). 

Por ello, el procedimiento a seguir para que queden relacionadas las 
ya mencionadas figuras va a consistir en determinar otro punto del 
eje E: Y o Z, ya que conocemos uno de ellos, el X, lo que lograre- 
mos conociendo dos pares de puntos afines de las figuras en cuestión. 

Esto se resuelve en el sistema de proyección de la figura 396, donde 
se conoce la proyección a—b—<c de un triángulo situado en un plano 
cuya línea de máxima pendiente (P) está dada, deseando conocer la 
nueva proyección de dicho triángulo sobre un plano cuya línea de 
máxima pendiente (m') también conocemos. 

Empezaremos por hallar el punto X como intersección de S con P, 
Luego determinaremos dos pares de puntos afines: 

La primera operación consistirá, pues, en trazar por A y C las per- 
pendiculares al plano z’, problema que ya conocemos, hallando segui- 
damente las intersecciones de estas perpendiculares con dicho plano 
(la de C es c’), y finalmente, obtendremos los abatimientos C, y A. 


Nota: En vez de repetir con 4 lo mismo que con C, se ha hallado directamente el 
abatimiento de M (+ 10,70) punto de encuentro de la recta A—C con nx”. 


Habrá que tener presente que se seguirá la regla general del aba- 
timiento, trazando desde la proyección ortogonal del punto: c’, por 
ejemplo, la perpendicular y la paralela a la charnela, y tomar sobre 
ella la altura del punto sobre el plano de abatimiento, que es el plano r. 
De esta forma conseguiremos la recta 4,—C,, afín de a—c, que nos 
determina el punto Y. El eje de afinidad será X—-Y. 

Como comprobación, se ha operado con B en la misma forma que 
con C, obteniéndose el punto Z situado en E. 

No cabe en este sistema cambiar la dirección de la proyectante, 
puesto que por esencia la proyección ha de ser ortogonal al plano de 
referencia, lo cual está puesto de manifiesto en la figura 397, donde la 
proyección de A sobre el plano x= tiene que ser a; pues si la dirección 
proyectante fuera D, ya no sería el sistema acotado, sino que se trataría 
en este caso de la llamada proyección oblicua, que formará parte de un 
nuevo estudio al tratar de la axonometría o de la perspectiva axono- 
métrica en el Tomo 111.— Aplicaciones. 
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Fig. 396.— Sis- 
tema acotado: 
Resolución del 
caso general de 
cambio de plano 
de proyección. 


Fig. 397.—En el sistema aco- 
tado no puede existir cam- 
bio de dirección proyectante. 
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CAMBIO DE LOS PLANOS DE PROYECCION EN EL SISTEMA 
DIEDRICO 


Figura 398. Según hemos definido al principio de este capítulo, el 
cambio de planos de proyección, principalmente en este sistema, va a 


Fig. 398. — Los cambios de plano de proyección en el sistema diédrico. 


consistir en conseguir un nuevo sistema diédrico de planos ortogona- 
les entre sí: (V,)—((H,)), que se hallen en una posición conveniente 
respecto de la forma del espacio que se estudie; como ejemplo, en el 
caso de la figura, el de ser paralelos a las caras de un cubo: C. Para 
conseguir en este nuevo sistema de proyección con una línea de tie- 
rra L,—T, las proyecciones deseadas: c,—c,, en función de las primiti- 
vas c—c', se seguirán algunas reglas que vamos a detallar a continua- 
ción. Se irán abatiendo sucesivamente los planos de proyección en orden 
tal, que coincidan todos con el del dibujo, como se indica en la 
figura. 
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Cambio del plano vertical de proyección. (Fig. 399.) No se podrán 
cambiar a la vez los dos planos de proyección por otros nuevos, siendo 
preciso escalonar las operaciones para conseguir la posición definitiva 
deseada, pudiendo, sin embargo, repetir tantas veces como se quiera 
estos cambios de planos, siendo suficiente, en la mayoría de los casos, 
el utilizar dos de ellos alternados. Del sistema primitivo integrado por 
los planos ortogonales H—( V), donde se han conseguido las proyeccio- 
nes del punto A del espacio según a—a', vamos a tratar de obtener las 
nuevas proyecciones a,—a', del mismo en un nuevo sistema diédrico, 
conservando uno de los planos, el horizontal H en este caso, debiendo 
tener el nuevo plano vertical (V,), como condición imprescindible, el 
de ser asimismo ortogonal a dicho plano H. Concretando: nos encontra- 


Fig. 399. — Cambio del plano vertical en el sistema diédrico. 


mos con dos sistemias diédricos de líneas de tierra L—T y L”,—T”, 
con un plano común H, siendo los otros dos (V) y (V,) ortogonales a él. 

Las operaciones en el espacio consistirán en obtener las proyeccio- 
nes ortogonales del conjunto sobre el nuevo plano vertical (V,), para 
luego efectuar la coincidencia o abatimiento de dicho plano sobre el 
plano horizontal H, que suponemos está confundido con el del dibujo. 

Será preciso ver la forma de relacionar la nueva proyección a”, en 
función de la a que permanece fija y común a los dos sistemas, cono- 
ciendo como es natural la a” del sistema (V)—H primitivo. 

La primitiva línea de tierra es L—T; la nueva se llamará L',—T”,, 
con lo cual quiere decirse que se ha cambiado el plano vertical una vez. 
Como el punto A se proyecta ortogonalmente por definición con res- 
pecto al nuevo sistema sobre los dos planos, la nueva proyección a/,, 
después de abatido el plano (V,) se hallará necesariamente sobre la 
perpendicular trazada desde a a la nueva línea de tierra L',—T”, y a 
una distancia H, de esta última igual a la altura del punto sobre el 
plano horizontal fijo, la cual viene medida por el segmento de proyec- 
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tante comprendido entre a” y la línea de tierra primitiva L—T; lo cual 
es evidente porque las distancias que separan las proyecciones vertica- 
les a” y a', de sus respectivas líneas de tierra nos miden siempre la cota 
del punto sobre el plano H. 

Esto nos indica la forma de conseguir la nueva posición de la pro- 
yección de un punto cuando se ha cambiado el plano vertical de pro- 
yección, y está puesto de manifiesto en la figura 400. Sea el punto a—a' 
en el sistema primitivo de línea de tierra L—T. Elijamos como nueva 
línea de tierra L”,—T”, (esta elección no es arbitraria, como más ade- 
lante apreciaremos); entonces la nueva 
proyección a’, se hallará, como hemos vis- 
to, en la perpendicular trazada desde a 
a ella, y su distancia H, a L”,—T', viene 
medida por la distancia de la antigua 
proyección vertical a’ a su línea de tie- 
rra L—T. 

Para tener la seguridad de que se llevan 
ordenadamente estas distancias, se hace 
intervenir la posición de los trazos que 
subrayan la línea de tierra, los cuales nos 
indicarán el sentido convencional a partir 
del cual se habrán de tomar estas dis- 
tancias. 

Por ejemplo, en el caso de la figura que 
nos ocupa la altura H, está a distinto 
lado de los trazos de la primitiva línea de 
R . os tierra L—T; por tanto, situada la nueva 
Fie 400: Salina: SE pora línea de tierra L”,—T”,, y colocados sus 

tical de proyección. trazos en la forma que aparecen (uno 
más, por distinguir la línea de tierra nue- 
va), habrá de llevarse la cota H, también en sentido contrario a 
estos trazos, para así obtener a',, debiendo operar en la misma forma 
para todos los puntos del conjunto y pudiéndose establecer la si- 
guiente regla: Para obtener la nueva posición de la proyección de un 
punto cuando se ha cambiado el plano vertical, se trazará por la pro- 
yección horizontal que permanece fija, la perpendicular a la nueva línea 
de tierra, y se llevará sobre ella y en el mismo sentido relativo respecto 
a sus trazos, la distancia que separa la antigua proyección de su línea 
de tierra. 


Cambio del plano horizontal de proyección. (Fig. 401.) Conservando 
fijo el plano vertical de proyección (V), vamos a construir un nuevo 
sistema diédrico integrado por otro plano ortogonal a (V): ((H.,)) que, 
naturalmente, no será horizontal, pero así se llamará por serle ortogo- 
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nal para distinguirlo del plano vertical. La nueva proyección (a) del 
punto A del espacio sobre este plano horizontal de traza (L, —T, ) con 


Fig. 401. — Cambio del 
plano horizontal de proyec- 
ción en el sistema diédrico, 


el plano fijo (V), se podrá conseguir asimismo con el conocimiento de la 
proyección (a'), que queda fija en estos dos sistemas diédricos por las 
características de la proyección en 
este sistema; (a,) estará situada en 
la perpendicular a (L,—T,) trazada 
por a”, cuando ((H,)) venga en (H); 
la distancia D, que nos mide la se- 
paración del punto A al plano verti- 
cal fijo, es decir, el segmento A—(a”) 
será constante y, por tanto, habrá 
de ser la distancia que medie entre la 
nueva proyección horizontal (a,) y la 
línea de tierra (L,—T,). 

Para conseguir la coincidencia de 
estos tres planos de proyección con el 
plano del dibujo, supondremos que ig. 4 i 
éste coincide siempre con H, y pos at eo: EA 
ello se precisará abatir primeramente g del plano horizon- 
((H.)) sobre (V) en (H,), y nueva- tal: de: proyeccion. 
mente, el conjunto de estos dos confundidos, alrededor de L—T sobre el 
plano H en H,. De esta forma se obtienen las nuevas proyecciones de un 
punto según se indica en la figura 402, donde se ha cambiado el plano 
horizontal cuya traza se indica por la línea de tierra L,—T,, apareciendo 
la nueva proyección horizontala, aplicando la misma regla ya enunciada 
anteriormente; es decir, trazando desde a”, que permanece fijo y es, por 


D, Fig. 402.—Sistema 
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tanto, a', también, la perpendicular a la nueva línea de tierra L,—T,, y 
llevando la distancia D, que separa la antigua proyección a de su línea de 
tierra L—T, a partir de la nueva línea de tierra L,—T,, sobre la per- 
pendicular trazada, y, en la misma región donde se hallan los trazos de 
dicha línea de tierra. 

En la figura 403 aparece la combinación de los dos cambios, pri- 
mero de plano vertical y luego de plano horizontal donde se han su- 
primido los recuadros que representaban las porciones de planos aba- 
tidos y donde se aprecia la definitiva 
proyección del punto a,—a”, partiendo 
de las primitivas a—a' pasando por 
las intermedias a,—a',: primeramente 
se ha cambiado el plano vertical con 
la línea de tierra L”,—T”,, y apli- 
cando la regla enunciada se obtiene 
la posición del punto: a, (confundido 
con a) y a',, alejado H, de su línea 
de tierra L”,—T”,. Conseguimos con 
la misma regla la posición a’: —as, 
siendo comunes, como se aprecia, 
a'i Y Os 


Mediante un cambio se consigue que 

e a peon a ar una recta cualquiera sea paralela a un 

horizontal de proyección. plano de proyección. (Fig. 404.) Sea 

la recta R del espacio proyectada se- 

gún r—(r') en el sistema diédrico integrado por los planos H—(V), 
de línea de tierra L—T. 

Si nosotros elegimos un nuevo plano vertical (V,) de línea de tie- 
rra L',—T,, de tal forma que resulte ser paralelo al plano proyec- 
tante horizontal de la recta, es decir, colocando L”,—7T,' paralela ar, 
entonces la recta proyectada en este sistema será r,—(r',), transfor- 
mada, por tanto, en una frontal o vertical del sistema. 

Figura 405. Se efectúan las operaciones indicadas en la figura 
anterior en el sistema diédrico, donde la recta r—r' ocupa la posi- 
ción rı ır’, en el nuevo sistema integrado por la línea de tierra L”,—T", 
paralela a r. Las nuevas proyecciones de dos de sus puntos (en este 
caso se han elegido sus trazas h—h' y v—o”), nos determinan r”,. El 
haber elegido la traza h— h’ reporta la ventaja de que, sien- 
do su altura O, su nueva proyección h', se hallará en la línea de 
tierra L”—T”. 

Por este artificio podemos operar con la recta en esta situación 
particular, que a veces nos será ventajoso. 
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Fig. 404. — Por un cambio de plano verti- 
cal, una recta cualquiera viene a resultar fron- 
tal en el nuevo sistema diédrico formado. 


Y 


Fig. 405. — Sistema diédrico: Por un cambio de plano 
vertical, una recta cualquiera se convierte en frontal del 
nuevo sistema. 
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Por un cambio se consigue que una recta paralela a un plano de pro- 
yección se transforme en recta de punta. (Fig. 406.) Sea la recta R de 
proyecciones r—(r') paralela al plano (V) del sistema diédrico (V)—H. 
Si elegimos ahora un nuevo plano horizontal ((H,)) de traza L,—T, 
con el plano vertical, perpendicular a (r”), conseguimos que la recta R 
sea de punta en este nuevo sistema diédrico constituído, posición que 
nos será muy útil, como más adelante veremos. 


Esto queda de manifiesto en la figura 407, donde la recta r—r' 


Fig. 406. — Por un cambio de plano hori- Fig. 407. — Sistema diédrico: Una fron- 
zontal, una frontal resulta de punta en el nue- tal se ha colocado de punta mediante el 
vo sistema diédrico constituido. cambio del plano horizontal de proyección. 


paralela al plano vertical se sitúa de punta cuando se elige el nuevo 
plano horizontal de traza L,—T, perpendicular a r'. 

La comprobación gráfica de que esta recta es de punta resulta al 
observar que un punto cualquiera de ella, al ser cambiado, tendrá la 
misma nueva proyección horizontal r,, por ser D, constante para todos 
ellos; es decir, por equidistar del plano vertical. 


Hallar un nuevo sistema diédrico mediante dos cambios de plano, de 
tal forma que una recta cualquiera r—r' se coloque de punta. (Fig. 408.) 
Empezaremos por elegir un nuevo plano horizontal L,—7T,, de tal 
forma que la recta sea una horizontal de este sistema, para lo cual la 
nueva línea de tierra elegida habrá de ser paralela a r’. 

Cambiando dos puntos de esta recta, el v—v’ y el a—a', se obtie- 
nen las nuevas proyecciones v,—u”, y a,—a',, respectivamente, ya 
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que v’, y a', coinciden con vu” y a', por haber permanecido fijo el 
plano vertical de proyección en estos dos sistemas. 


De esta suerte se con- 
sigue la recta horizontal 
rır’, y elegida ahora una 
línea de tierra L”,—T”,, de 
tal forma que sea perpen- 
dicular a r,, es decir, cam- 
biando ahora el plano ver- 
tical de proyección, con- 
seguimos que la nueva pro- 
yección de la recta: r”,, sea 
un punto, con lo cual queda 
en este último sistema colo- 
cada la recta tal y como 
se deseaba. 


Por un cambio de plano 
de proyección se sitúa uno 
cualquiera como proyectan- 
te. (Figura 409.) El pla- 
no es P—(P”), situado en el 


Fig. 408. — Sistema diédrico: Cambio sucesivo del 
plano horizontal y del plano vertical de proyección, por 
el que se consigue que una recta cualquiera sea de punta. 


sistema diédrico H—(V). Se podrá conseguir como plano proyectante 
cuando se elija un nuevo plano vertical, por ejemplo, (V,), de tal forma 


Fig. 409 e 
cal, un plano cualquiera resulta proyectante 
vertical. 


.—Por un solo cambio de plano verti- 


que su línea de tierra L”,—T”, sea 
perpendicular a la traza horizon- 
tal P del plano. En esta situación, 
tiene este plano la ventaja de todo 
plano proyectante; y es que todo 
su contenido se proyecta según su 
nueva traza vertical: (P”,). 

Como observación, haremos no- 
tar que al utilizar este artificio del 
cambio de plano de proyección 
anotaremos el plano P—P”, y no 
P—-P*,, a fin de no incurrir en con- 
fusiones frecuentes. Así, en este 
caso, la nueva representación del 
plano en este sistema se llamará 
P,—P'*,, con lo cual indicamos que 
se ha efectuado un solo cambio 
con la línea de tierra 1',—T”,. Es 


de fijar la atención en que P’, no es la posición cambiada de P’, 


considerada como recta. 
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La manera de conseguir la realización de lo que acabamos de expo- 
ner en el plano del dibujo, entra en juego en la figura 410, donde el 
plano P—P" va a ocupar la posición P,—P”,, al elegir la línea de 
tierra L”,—T”, ortogonal a P. 

La nueva posición P’, se va a lograr obteniendo únicamente la posi- 
ción cambiada de un solo punto del plano, por la propiedad ya expuesta 
anteriormente de que todo lo que contiene se proyecta según su nueva 
traza vertical. El punto v—v’ tendrá como nueva posición v,—v”,, que- 
dando así definida la traza P',. 

Sin embargo, nos será más cómodo, siempre que podamos, elegir 


y 


Y 


`~ 
aa 


MR 


BSJ 


Lip 
Fig. 410.—Sistema diédrico: Por un cambio Fig. 411.—Sistema diédrico: Por un cam- 
de plano de proyección, un plano cualquiera bio de plano de proyección, un plano pro- 
se convierte en proyectante. yectante se convierte en paralelo a él, 


como punto del plano: a—a', el de la traza vertical correspondiente al 
de encuentro de las dos líneas de tierra antigua y nueva, pues de esta 
forma se transporta con el compás la altura A del punto, en la forma 
sabida, ahorrándonos, por consiguiente, líneas de construcción. 


Por un cambio de plano se coloca un plano proyectante paralelo al 
de proyección. (Fig. 411.) El plano (P) proyectante con respecto al 
plano vertical (V), quedará paralelo al nuevo plano horizontal ((H.)) 
si se elige la línea de tierra (L,—T,) paralela a (P”), pues entonces se 
cumple la condición de paralelismo de los dos planos, por ser ambos 
perpendiculares al mismo plano de proyección (V). 

De esta suerte, todo lo que contuviere el plano (P) se proyectaría 
en verdadera magnitud sobre el nuevo plano horizontal ((H.)). 
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Figura 412. Se pone de manifiesto lo que en la figura del espa- 
cio se acaba de explicar, donde se ve que la nueva línea de tierra L,—T, 
es paralela a P’, y entonces el plano únicamente tiene por representa- 
ción a la recta P”,, confundida con P”. 


Fig. 412.—Sistema diédri- 
co: Mediante un solo cam- 

? bio, un proyectante se 
sitúa paralelamente al de 

proyección. 


Hacer que un plano cualquiera se coloque paralelo a uno de proyección 
mediante dos cambios de plano. (Fig. 413.) Sea el plano P—-P”. Elegida 
una línea de tierra L”,—T”, perpendicular a P, lo cual indica que hemos 


Fig. 413.—Sistema 
diédrico: Con dos 
cambios sucesivos de 
los planos de proyec- 
ción, un plano cual- 
quiera es paralelo a 
uno del nuevo sis- 
tema. 


cambiado el plano vertical, se ha situado el plano en cuestión, como 
proyectante vertical de este nuevo sistema diédrico, ocupando la posi- 
ción P,—P'*, con el auxilio del punto a—a' cambiado en a,—a',. Elegida 
la línea de tierra L,—T, paralela a P”,, tenemos conseguido el plano P’, 
en la posición exigida. 
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APLICACIONES DE LOS CAMBIOS DE PLANOS 
DE PROYECCIÓN 


Problema 1.2 Determinar la mínima distancia entre dos rectas que se 
cruzan en posición y magnitud. (Fig. 414.) Teniendo en cuenta lo dicho 
en relación con la figura 408, por lo que se aprecia que una recta cual- 
quiera se ha colocado de punta, situaremos el conjunto de las dos rectas 
que se cruzan en la misma posición que aparece en la figura 341, donde 
se mide directamente la mínima distancia que las separa, conociéndose 
inmediatamente la posición de dicha perpendicular común. Sean r—r' 
y s—s' las rectas en cuestión. Elegiremos una línea de tierra L”,—T”,, 
de tal forma que nos indique que cambiamos el plano vertical para que 
la recta S venga a situarse como frontal del nuevo sistema diédrico y 
en la posición s,—s”,. También obtendremos la nueva proyección de la 
recta R mediante dos de sus puntos: h, ,—h”,_, y 2,—2',, obteniéndose 
así en el nuevo sistema r,—r”,. 

Cambiando el plano horizontal ahora, y elegida como línea de 
tierra L,—T, perpendicular a s”,, obtenemos la nueva posición de punta 
de esta recta: s,—s”,, y en este mismo sistema aparece también r.—r”., 
obtenida también mediante los puntos h,_¿—h',_, y 2:—2',. En esta 
última proyección aparece la perpendicular común a,—b,, a',—b”., que 
también es a”, —b”,, la cual referiremos con relación a la línea de tie- 
rra L',—T'”,, y en sentido inverso a la anterior, en a,—b,. Así logra- 
mos a—b y, finalmente, a“—b”, en el sistema primitivo. 


Problema 2.2 Dadas las proyecciones de una recta, se ha de elegir un 
nuevo plano vertical para que la recta se encuentre situada en el primer 
bisector de este nuevo sistema. (Fig. 415.) Sea la recta r—r'. Sabemos 
que esta recta habrá de tener sus proyecciones simétricas con respecto 
a la nueva línea de tierra. Al cambiar el plano vertical, el horizontal 
permanece fijo, y por ello la traza horizontal h—h' de la recta será un 
punto de la línea de tierra nueva: h,—h',. Desde la proyección hori- 
zontal a de un punto cualquiera de r—r”, trazamos un arco de círculo 
de radio: H, = altura del punto. Las tangentes al arco trazadas 
desde h,—h', nos dan las soluciones. Basta seguir la construcción de 
la figura para comprobar la exactitud del resultado. 

Se observa que si colocáramos los trazos de la línea de tierra 
L'—T”, en el lado opuesto, la nueva proyección a’, coincidiría 
con a,, proyección horizontal fija, confundidas, y la recta, enton- 
ces, se hallaría situada en el segundo plano bisector del nuevo 
sistema. 
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Fig. 414.—Sistema diédrico: Mínima distancia en magnitud y posición entre dos rectas 
que se cruzan utilizando dos cambios de planos de proyección. 


Fig. 415. — Sistema diédrico: 
Una recta cualquiera se sitúa en 
uno de los bisectores de un nuevo 
sistema con un solo cambio de 
plano de proyección. 


—= 299 


O Editorial Tébar. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial 


Problema 3.2 Determinar el plano bisector del diedro formado por dos 
planos dados. (Fig. 416.) Sean los planos P—P' y Q—Q”, cuya inter- 
sección i—i’ vamos a hacer que sea de punta en un nuevo sistema dié- 
drico, para así medir el ángulo y trazar su bisector. (Véase fig. 380.) 

Efectuaremos un primer cambio de plano (horizontal) tomando 
como línea de tierra L,—T, (paralela a i’), de tal forma que i—i’ se 
convierta en una horizontal ¿,—i”,, utilizando sus puntos h—h’ y v—v”, 
que ocupan las posiciones h',—h, y v',—u,. 

Las nuevas trazas de los planos habrán de pasar por los puntos p y q 
en que cortan P’ y Q'a 
la línea de tierra L,—T,, 
y serán paralelas a i, por 
estar i—i’, contenida en 
ambos planos (su inter- 
sección) y ser horizontal. 
Por ello, los planos que- 
darán representados por 
P,—P”, y Q.—0Q”, en 
este primer cambio. 

Cambiemos ahora el 
plano vertical de proyec- 
ción, tomando como nue- 
va línea de tierra: 
L”,—T”,, perpendicular 


Fig. 416.—Sistema diédrico: Determinación de los bisec- a la, con lo cual la inter- 


tores de un diedro utilizando dos cambios sucesivos de A 
planos de proyección. sección es de punta con 


respecto a este nuevo 
plano vertical y tendrá por proyecciones: is —1',. 

Por ¿', habrán de pasar las nuevas trazas de los planos Q’: y P!., 
que nos miden el ángulo plano correspondiente al diedro P—Ọ. Su 
bisectriz será la traza B’, del plano bisector; conoceremos inmedia- 
tamente su traza B,, paralela a i.. Utilizando el punto m en que 
corta a la línea de tierra L,—T,, conseguiremos su nueva traza ver- 
tical: B', = m—v',, que corta en el punto n a la primitiva línea 
de tierra, dando lugar a la traza horizontal en el sistema primitivo: 
B = n—h, por el hecho de que el plano bisector contiene la inter- 
sección i—i". 


En el sistema axonométrico no cabe cambiar de plano, puesto 
que toda proyección sobre el plano de representación ha de ser orto- 
gonal, y, por tanto, cualquier otro plano paralelo a v que se eligiera, 
nos proporcionaría una proyección idéntica a la primitiva cuando se 
hagan coincidir los dos planos n y v’ con el del dibujo. 
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CAMBIO DE LOS ELEMENTOS DE PROYECCION EN EL SISTEMA 
CONICO 


1.0 El plano del cuadro se desplaza paralelamente a sí mismo. 
(Figura 417.) Se trata de conseguir las nuevas proyecciones de una 
figura (en este caso un triángulo (4) —(B)—(C)—(a)—(b)—(c), sobre 
un plano del cuadro r,, paralelo al primitivo rm, partiendo del conoci- 
miento de sus proyecciones A— B—C y a—b—c sobre dicho plano r; 
es decir, que vamos a relacionar las proyecciones primitivas de la 
forma (A—-B—C—a—b-—-—c) con las nuevas (A, — B,—C,—a,—b,—<;). 


Fig. 417.—Cambio paralelo del plano del cuadro en el sistema cónico. 


Es indudable que las condiciones de la proyección han cambiado, 
puesto que al alejarse el plano del cuadro paralelamente a rr, ha aumen- 
tado la distancia del centro de proyección en d = O—P,— O—P, 
siendo P, el punto principal con respecto al nuevo sistema. 
Fácilmente se comprende que siendo única la radiación producida 


al proyectar los distintos puntos (4) —(.B)—(C) desde el centro O, la 


ción, siendo O su centro de homotecia. 

Al proyectar todo el conjunto ortogonalmente sobre el plano del 
dibujo coincidente con ~m, por ejemplo, las figuras A—B-—C 
y A,—B,—C, seguirán siendo homotéticas, y su centro de homote- 
cia será la proyección ortogonal de O, es decir, el punto P confun- 


dido con P,. 
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Esto se pone de manifiesto en la figura 418, donde existe la forma 
A— B—C de proyección horizontal a—b—c. 

Para establecer la relación de homotecia, necesitaremos saber cuál 
es la nueva posición de un punto cualquiera tal que A, en el nuevo 
sistema cónico, y esto lo conseguimos recordando lo dicho a propósito 
de las figuras 313, 314, 315 y 316, en que, dado un sistema cónico, se 
sitúa un punto por sus tres coordenadas. Para ello empezaremos por 
determinar las correspondientes al punto en cuestión A—a en el 
sistema primitivo: 
LT—LH—P—.D, y 
que son las ya cono- 
cidas: X,—Y ¿—Zi4. 

Con relación al 
nuevo sistema: 
L, 7,—-L,H,-—P,-—D,, 
el punto considera- 
do tendrá las mis- 
mas coordenadas X, 
y Za, por no haber 
variado sus distan- 
cias al plano princi- 
pal y al plano geo- 
metral. Su aleja- 
miento al plano del 
cuadro habrá dismi- 
nuído en el segmen- 
to d, distancia que 
separa el planor del 


Fig. 418.—Sistema cónico: Cuando el plano del cuadro se des- Nuevo plano r,: d = 

plaza paralelamente, las nuevas proyecciones directa y horizontal  'P_— 
son homotéticas de las primitivas. D D,, por lo que, 
situadoelpuntoOQ,.., 


de abscisa Y ,_,= Y ¿—d unido con D,, nuevo punto de distancia, nos pro- 
porciona el punto M,_.,, que nos permitirá hallar la nueva proyección ho- 
rizontal a, del punto en cuestión, quese referirá en A”, sobre la recta P—A. 

También las proyecciones horizontales a—b—c — a, —b,—c, son 
homotéticas por la misma razón. 

Con el conocimiento de la relación de homotecia de las dos figuras en 
cuestión se pueden completar sus nuevas proyecciones: A,—B,—C, y 
a,—b,—<,. 

Esto nos conduce a la determinación de la nueva proyección de un 
conjunto del espacio, descomponiéndolo en tantas figuras planas como 
para ello fuere preciso, sabiendo que todas ellas se proyectan homoté- 
ticamente en estos dos sistemas cónicos, y con la misma relación de 
homotecia hallada anteriormente. 
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2.0 El centro se aleja en dirección ortogonal al plano del cuadro. 
(Figura 419.) Sea la figura (4) —(B)—(C) — (a) —(b)—Lc), de la cual 
se obtiene su proyección directa A— B—-C, tratándose de lograr la 
nueva proyección cónica cuando el centro O ocupa la posición O,, es 
decir, habiéndose alejado del plano del cuadro y en su perpendicu- 
lar O—P un segmento 
de magnitud d. En este 
caso, la radiación es dis- 
tinta, puesto que siendo 
fijos los puntos del espa- 
cio (4)-(B)-(C), ha 
cambiado el centro de la 
misma. 

Sin embargo, las sec- 
ciones producidas por el 
mismo plano r en estas 
dos radiaciones son ho- 
mológicas, puesto que, 
como sabemos, ambas lo 


RA 


RER 
“NY BA 


SN b 
WD y- 


Fig. 419. — Desplaza- 

miento del centro de 

proyección, perpendicu- 

larmente al plano del 

cuadro, en el sistema 
cónico. 


son de la del espacio (4)—(B)—(C) con respecto al mismo eje, 
que es la traza S del plano de la figura. Por consiguiente, al proyectar 
el conjunto sobre el plano del cuadro seguirán siendo homológicas en 
el sistema caracterizado por el punto principal P como centro de 
homología y la traza S como eje. 

Es de notar la situación relativa que ocupan los puntos de fuga F—f 
y F,—f, de una misma dirección, pues F y F, se hallan en línea recta 
con P, y lo mismo sucede con f y f,, por la razón de que se forman dos 
triángulos, F—0O—f y F,—O,—f,, que son homotéticos con centro en P 
al ser sus planos paralelos por construcción y serlo también sus rectas; 
es decir, que hemos formado un triedro de aristas: P—0—0,, P—f—f, 
y P—F—F.. 
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Con estas propiedades pasemos al sistema de representación en la 
figura 420, donde aparece proyectada en el sistema primitivo: 
LT—LH—P—D, la figura A-—B—C —a—b-c. 

El nuevo sistema estará integrado por: LT—LH—.-P—-D,. La nueva 
posición del centro O viene indicada por D,, con lo cual quiere decirse 
que se ha alejado el segmento d ortogonalmente a z, permaneciendo 
fijos los demás elementos constitutivos del sistema. 

El eje de homología es la traza S del plano de la figura; el centro 
de homología es 
el punto P; nos 
falta conocer un 
par de puntos ho- 
mólogos, y esto 
se consigue de la 
siguiente manera: 

Vamos a deter- 
minar el punto 
F, partiendo del 
F; para ello sabe- 
mos que F, se 
encuentra en la 
recta P—F, y que 
si abatimos el 
triángulo 
P—O—F de la 
figura 419, rec- 
tángulo en P, to- 
mando como 
charnela Ch: 
P—F, obtenemos 


Fig. 420. — Sistema cónico: Cuando el centro de proyección se 
desplaza perpendicularmente al plano del cuadro, las nuevas pr-  (Q,, que unido 


yecciones directa y horizontal son homológicas de sus correspon- 


dientes primitivas. con F nos da la 


dirección de la 
recta cuyo nuevo punto de fuga vamos a determinar. Con la misma 
charnela conseguiremos, y sobre la misma recta P—O,, el pun- 
to O,_, y trazando por él la paralela a O,— F, tendremos el 
punto F,. 

Con tal motivo, si la recta 4—B fuga en F, la recta A,—B, fugará 
en F,, pasando ambas por el punto doble del eje M, viniendo deter- 
minados los puntos A, y B, sobre las rectas P—A y P—B, respecti- 
vamente. Con esto queda ya indicado el camino para obtener tantos 
puntos como se desee en esta nueva transformación. 

La proyección horizontal a,—b,—-c, será homológica de a—b—c con 
centro P y eje LT. 
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3.2 El centro de proyección del sistema cónico se desplaza paralela- 
mente al plano del cuadro. (Fig. 421.) Esto quiere decir que el punto O 
se mantiene en el plano de desvanecimiento A, y ocupa una posición 
tal que O,, correspondiente a un desplazamiento de longitud d y en la 
dirección que se indica. 

Supongamos que se trata de la figura (4) — B) —(C)— (a)—b) —c). 
La intersección de las dos radiaciones que se producen en el plano del 
cuadro A— B—C y A,—B,-—C, están relacionadas, como sabemos, de 


Fig. 421. — Desplazamiento del centro de proyección en el plano de desvanecimiento del 
sistema cónico. 


tal forma, que por ser homológicas ambas de la (4) —(B)—(C) con res- 
pecto a un mismo eje, que es la traza S del plano de la figura y cen- 
tros O—-O,, son afines entre sí las dos figuras en cuestión, como con- 
secuencia de hallarse su centro en el plano r que las contiene, y tam- 
bién en la recta O—O,. Esto nos indica que será el punto impropio de 
dicha recta O—O),. 

Los puntos de fuga F—-F, y f—f:ı de una recta cualquiera estarán 
desplazados en el segmento d en magnitud y dirección, y lo mismo suce- 
derá con los puntos principales: P y P,. 
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Con todo esto tenemos elementos suficientes para resolver el pro- 
blema en el plano de representación, como lo indica la figura 422, donde 
se tiene la forma 4— B— Č — a—b—c situada en un sistema cónico 
determinado por: LT—LH—P—D, consistiendo el problema en hallar 
la nueva proyección de esta figura en un sistema definido por 
LT—L,H,—P,—D,. 

El desplazamiento del centro de proyección se ha verificado en un 
segmento de longitud d y en la dirección y sentido D—D, o P—P,. 


Fig. 422. — Sistema cónico: Cuando el centro de proyección se desplaza en el plano 
de desvanecimiento, las nuevas proyecciones resultantes son afines de las primitivas. 


El eje de afinidad que nos va a relacionar las dos formas A—B-—C 
y A,—B,—C, es la traza S del plano que contiene estos tres puntos, 
y la obtención de un par de puntos afines se consigue con la de una 
recta, por ejemplo, 4—B, que fuga en F—f, y sabiendo que F, está 
trasladado en la longitud d y en el sentido y dirección P—P,, es decir, 
ocupa la posición F,—f,. Siendo doble el punto m del eje, consegui- 
mos la recta afín donde se hallarán los puntos A, y B,, respectiva- 
mente, afines de A y B, obtenidos al trazar por éstos las paralelas a la 
dirección de afinidad. 

De la misma forma se obtendrán tantos puntos como se deseen de 
la forma plana de que se trate. 

En cuanto a las proyecciones horizontales a—b=< y a,—b,-—<,, 
éstas serán también afines con la misma dirección de afinidad; pero 


siendo, como es lógico, su eje: L—-T. 
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4.0 El plano geometral se desplaza paralelamente a sí mismo. 
(Figura 423.) La forma del espacio (4) —(B)—(C)—(D)—E) se pro- 
yecta en el nuevo plano geometral G, según (a,)—(6,)—(c)— (d)—(e1) 
El cambio consistirá en hallar la nueva proyección a, —b,—c,—d,—e, 
en función de las conocidas A—B—C—D—E y a—b—c—d—.e. 


prr 


i 


(E) 


a -A 


(e) (2) 


Fig. 423. — Cambio paralelo del plano geometral en el sistema cónico. 


Basta observar que las rectas horizontales (a)—(b), (d)—(c) ..... del 
plano G son paralelas a las (a,)—(b,), (d,)—(c,) ..... del plano G, cam- 
biado y, por tanto, fugarán en los mismos puntos f'—f ..... de la línea 
de horizonte. Además, los puntos correspondientes (a) —(a,), (b) —(b,) ... 
que en el espacio se hallan en las proyectantes de (4) —(B) .... se pro- 
yectarán en el plano n sobre perpendiculares a LH. Y, como consecuen- 
cia, las dos formas a—b—c—d—e y a, —b,—c,—d,—e, serán afines, 
teniendo por eje de afinidad la línea de horizonte: LH. 
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En la figura 424, dada la forma 4A-—-B—C—D—E — a—b—c—d—e 
en el sistema: LT—LH—P—D, se ha hallado la a,—b,—c,—d,—e, en 
función de esta última en el sistema: L, T, —LH—P—D, resolviendo 
la afinidad 
de dirección 
perpendicu- 
lar a LH y 
siendo do- 
bles los pun- 
tos f—f'— Er 
rossi de la 
misma, o sea 
de su eje, 
partiendo de 
la determi- 
nación de un 
par de pun- 
tos afines: 
a—a;,, por 


ejemplo. 
GIROS 
Fig. 424. — Sistema cónico: Cuando se desplaza el plano geometral para- A 
lelamente a sí mismo, la nueva proyección horizontal es afín de la primitiva. Giro de un 
punto. (Fi- 


gura 425.) Cuando un punto A gira alrededor de una recta E, describe 
una circunferencia c cuyo plano S es perpendicular a dicha recta, que 
se llamará eje. Esta circunferencia 
tendrá por centro O el punto se- 
cante del plano S con el eje, y el ra- 
punto A al eje E; por tanto, para 
hallar la nueva posición de un pun- 
to después de su giro alrededor de 
una recta E, en un sentido deter- 
minado y de una magnitud a, bas- 
tará trazar, a partir de la posición 
inicial del punto A, un arco de 


i Fig. 425. — Giro de un punto alre- 
círculo de las características ra un eje que no ias por él. 


anteriormente apuntadas y de 

amplitud a, para así conseguir su nueva posición girada A,. 
Con este sencillo conocimiento podemos efectuar tantas operaciones 

como nos sean precisas al utilizar este artificio de los giros, según hemos 

esbozado al principio de este capítulo. 
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Para que se aprecie el resultado obtenido empleando los giros, la 
figura 426 nos indica, por ejemplo, que un cubo C-——c—<c' cuya posición 
inicial en el sistema diédrico H—V es tal que sus caras son paralelas 
a ellos, después de dos giros, uno alrededor del eje E,, perpendicular 
al plano horizontal (C,-—c,—c',), y otro alrededor del eje E, de punta 
con respecto al plano vertical (C,—c,—c',), nos proporciona una pro- 
yección c. donde se aprecian conjuntamente las tres direcciones prin- 
cipales, es decir, las tres aristas del cubo convergentes en su vértice. 
Como consecuencia, si una figura estuviere solidariamente unida a este 
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Fig. 426.—Mecanismo y fundamento de los giros en el sistema diédrico. 


cubo y proyectada en el espacio sobre tres de sus caras no paralelas, 
llegaríamos, después de utilizar el artificio indicado, a obtener una pro- 
yección directa del conjunto de las del espacio que nos diera una sen- 
sación exacta de su posición relativa, en forma análoga a lo que decía- 
mos al hablar del sistema axonométrico. 

Aunque esta no sea la finalidad directa del giro, apreciaremos la 
utilidad de emplearlo para resolver muchos problemas con mayor sen- 
cillez que con el procedimiento directo; por ejemplo, se puede lograr, 
según se aprecia en la figura 427, el que, mediante un giro alrededor 
de un eje de punta E—E'”, en este caso con respecto al plano horizon- 
tal, una recta cualquiera r——r' se sitúe paralela al plano vertical. 

El eje corta en este caso a la recta en el punto b—-b”, que, como ya 
sabemos, permanecerá invariable para cualquiera de las posiciones de 
la recta en su giro; y recordando lo dicho a propósito de la figura 425, 
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elegido un punto a—a, de la recta, éste describe un círculo de plano 
perpendicular al eje, es decir, el horizontal H’,, que se proyectará en 
verdadera magnitud en proyección horizontal. Podrá ocupar el punto 
una posición tal que a, después de un giro a, siendo, como consecuen- 
cia, r, la posición de la recta en proyección horizontal. La nueva pro- 
yección vertical del punto, después del giro, es a',, puesto que al per- 
manecer en el plano H',, pertenecerá a su traza, o sea se desplazará 
sobre una paralela a la línea de tierra trazada por a”; uniendo b', (que 


Fig. 427. — Sistema diédrico: Me- Fig. 428. — Sistema diédrico: Me- 

diante un giro, una recta cualquiera diante un giro, una recta cualquiera 

se convierte en frontal. 1.** caso: El se convierte en frontal. 2.” caso: El 
eje corta a la recta. eje se cruza con la recta. 


es también b’) con a',, tenemos la posición girada de la recta en r,—r”,; 
es decir, que se ha colocado frontal con respecto al sistema. 

También pudiera haber descrito la recta el ángulo suplementario 
en sentido contrario, y el punto a—a' hubiera ocupado la posición 
(a) —<La',), con lo que su nueva posición resultaría simétrica respecto 
al eje; es decir: (r,)—(r”,). 

A veces nos será más cómodo elegir como punto de la recta su 
traza horizontal h—h', pues ésta seguirá permaneciendo en el plano 
horizontal. 

Cuando, como en el caso de la figura 428, el eje de giro no corte a 
la recta, también se puede lograr el situarla paralela al plano vertical, 
teniendo presente que se puede fijar su posición r, o (r,), por ser la tan- 
gente paralela a la línea de tierra al círculo de centro E y radio E—a. 
Dicho círculo será el descrito por el extremo a de la perpendicular 
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común al eje y a la recta (véase fig. 341), debiendo utilizar además otro 
punto tal que el h—h', traza horizontal de la recta, para que quede así 
definida su proyección vertical según r’, o (r”,). 
La posición r, corresponde al giro de a, y (rı) al de su suplementario. 
Obsérvese que el ángulo a girado por el punto a hasta su posición a, 
es el mismo que media entre las dos posiciones inicial y final de la 
recta r—+f,. 


Mediante un giro, una recta paralela a un plano de proyección se 
coloca de punta. (Fig. 429.) Si la recta r—r, es frontal como en este 


[27 
| 
| 


| | 


£| | 
Fig. 429.—Con un giro, una recta Fig. 430.—Con un giro, una recta 
frontal se sitúa de punta: 1.*” caso: frontal se coloca de punta: 2.° caso: 
El eje de giro corta a la recta. El eje de giro se cruza con la recta. 


caso, el eje que se elige E—E' habrá de ser perpendicular al plano ver- 
tical; y si además corta a la recta en el punto a—a”, bastará hacerla 
girar el ángulo a para que ocupe la posición indicada y ser de punta 
con respecto al plano horizontal, lo cual se comprueba gráficamente al 
observar que todos sus puntos, tales como el h—h”, ocupan, después de 
dicho giro, una posición confundida con r,, nueva proyección horizon- 
tal de la recta. 

Figura 430. En las mismas condiciones, es decir, siendo la rec- 
ta r—r' paralela al plano vertical, pero no teniendo ningún punto 
común con el eje E—E”, también se logra el que ocupe una posición 
de punta con respecto al plano horizontal, pues bastará hacerla girar 
el ángulo a manteniendo su distancia al eje constante, es decir, viniendo 
a ocupar la posición r,—r',. También en este caso, como en el anterior, 
la recta puede hacerse girar el ángulo suplementario del « para ocupar 
la (r,)—<r”,). 
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Mediante un giro alrededor de un eje de punta se consigue que un 
plano cualquiera se transforme en un plano proyectante. (Fig. 431.) 


ángulo «. 


Sea P—-P' el plano que se va a hacer gi- 
rar alrededor del eje E—E' de punta con 
respecto al plano horizontal. 

La traza P, por estar situada en un 
plano perpendicular al eje, seguirá man- 
teniéndose en el horizontal de proyección 
para cualquiera de sus posiciones y, por 
tanto, podemos ya situarla en P,, perpen- 
dicular a la línea de tierra, eligiendo su 
punto b—b”, que viene a ocupar la posi- 
ción b,—b', después de haber girado el 


Por tener la nueva posición del plano 
su traza P, normal a la línea de tierra, 
queda ya caracterizado por ser proyec- 
tante vertical. Para conseguir su nueva 


traza vertical P’, bastará, pues, obtener la 
Fig. 431. — Mediante un giro, un proyección vertical de uno cualquiera de 


plano cualquiera se convierte en 


proyectante. sus puntos en su nueva posición, ya que 
habrá de pasar por b',. Para ello, en vez 
de elegir un punto cualquiera del plano, tomaremos el de su intersección 


con el eje, el cual sabemos no varía de po- 
sición. Este punto es el a—a', obtenido 
utilizando la frontal f—f'. 

En definitiva, se ha logrado que el plano 
sea P,—P”,, posición que emplearemos con 
ventaja en la resolución de algunos pro- 
blemas. 


Mediante un giro, un plano proyectante 
se coloca paralelo a uno de proyección. (Fi- 
gura 432.) Supongamos que se trata del 
plano proyectante P — P’, que por serlo 
con respecto al vertical, nos obligará a 
tomar como eje E—E' una recta de punta 
con respecto a dicho plano, ocupando su 
traza la posición P', después de girar el 
ángulo a, si es que, como en este caso, 
el eje es una recta del plano en cuestión. 

Cuando dicho eje sea paralelo al plano 


— ——— 


| 

|£ 
Fig. 432. — Un plano proyec- 
tante se sitúa paralelo a uno de 
los de proyección mediante un gi- 


ro: 1. caso: El eje de giro está 
situado en el plano. 


que se trata de girar, cual es el caso representado en la figura 433, 
entonces se obtienen las posiciones P’, y (P”,) después de un giro del 
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ángulo a o de su suplementario, manteniéndose a igual distancia que 
P’ del eje E—E'; es decir, siendo las trazas citadas P’, o (P”,) las 


tangentes trazadas paralelas a la línea 
de tierra a la circunferencia descrita 
por el punto a. 


Mediante dos giros, una recta cual- 
quiera se coloca de punta con respecto 
a un plano de proyección. (Fig. 434.) 
Esto es un resumen de lo ya expuesto 
en relación con las figuras 427 y 428; 
es decir, la combinación de los dos 
giros: uno alrededor de un eje E,—E', 
perpendicular al plano horizontal, que 
nos coloca la recta r— r’ frontal con 
un giro a, en r,—r'”,, y otro del eje 
E. — E’, perpendicular al plano ver- 
tical, por el que esta frontal, y des- 
pués del giro a., viene a situarse en 
la forma deseada; es decir, de punta 
con respecto al plano horizontal: r.—r/,. 

Estas operaciones, con la mis- 


Fig. 433. — Un plano proyectante se 

coloca paralelamente a uno de proyec- 

ción mediante un giro: 2.” caso: El eje 
de giro es paralelo al plano. 


ma nomenclatura, se representan en la figura del espacio 435. 


Fig. 434. — Con dos giros, Fig. 435.—Dos giros son necesarios para situar 
una recta cualquiera se coloca una recta cualquiera de punta. 
de punta. 


Mediante dos giros, un plano cualquiera se coloca paralelo a un 
plano de proyección. (Fig. 436.) También ahora se trata de combi- 
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nar los dos giros que por separado aparecen en las figuras 431 y 432. 
Así, en la de referencia, el plano cualquiera P—P” se coloca previa- 
mente como proyectante del plano vertical en P,—P”,, haciéndolo 
girar a, alrededor del eje de punta E,—E', con respecto al plano hori- 
zontal, para llegar, mediante el giro de valor a, de la traza P”,, alrede- 
dor del eje de punta con respecto al vertical E.—E'”,, a ocupar la posi- 
ción definitiva representada por su traza P’, en que aparece, por 
tanto, como un plano paralelo al plano horizontal de proyección. 
Estas posiciones, así como las de los ejes, quedan de manifiesto en 
la figura 437, donde se aprecian aquéllas después de sus dos giros: 
a, alrededor del eje E, para colocarlo 
proyectante en (P,) y del giro a. alre- 
dedor del eje E. para colocarlo en (P.) 
paralelo al horizontal H de proyección. 


o 


GIROS ALREDEDOR DE UN EJE 
OBLICUO 


Figura 438. Teniendo a la vista el mo- 
vimiento del punto en su giro alrededor 
de un eje, tal y como aparece en la figura 
425, habremos de resolver en el sistema 
de representación cuanto acontece en el 
espacio; y si, por ejemplo, se trata de hacer 
girar 90% el punto a—a' alrededor de la 
recta cualquiera E—E’ tomada como eje, 
trazaremos por dicho punto en cuestión 

el plano S—S”, perpendicular a dicho eje, 
TE Ei Bite [oli donde se habrá de encontrar el círculo que 
a uno de los de proyección. describe y que lograremos en verdadera 
magnitud abatiendo su plano. El centro 
o—o' será el punto de intersección del eje E—E' con el plano S—S”,, que 
aquí se ha logrado utilizando el plano proyectante horizontal de dicho eje. 
Tomando S por charnela Ch—Ch”, el punto a—a' es abatido en A, y 
el o—o' en O, sobre el plano horizontal. Obtendremos las nuevas posi- 
ciones posibles del punto: 4,_. y 4,_,. haciéndole girar 90° en los dos 
sentidos y a partir de A,. Deshecho el abatimiento, utilizando el diá- 
metro A, ,—0,—4A;, a que tiene como punto doble hk, de la charnela, 
lograremos en a,—a', y a. —a', las posiciones deseadas del punto. 


utilizado el punto de la charnela h., que se proyecta en h’, de Ch’. 
Cuando se trate, como en el caso estudiado, de girar puntos aisla- 

dos alrededor de un eje oblicuo, se podrá utilizar con ventaja el pro- 

cedimiento expuesto; pero cuando sean muy numerosos los puntos que 
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Fig. 437. — Con dos giros se sitúa un plano cualquiera paralelo 
a uno de los de proyección. 


Fig. 438.—Giro alrededor de un eje oblicuo con respecto al sistema. 
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se traten de girar, será conveniente a veces el modificar el sistema de 
representación mediante el artificio de los cambios, de tal manera, que 
se sitúe el eje de giro de punta con respecto a uno de los planos del 
nuevo sistema diédrico obtenido. 


GIRO ELIPTICO 


Hemos visto en la ya citada figura 425, que el punto describe una 
circunferencia en el plano normal al eje; pero si esta circunferencia se 
transformara en una elipse, el giro recibiría el nombre de giro elíptico, 
y entonces todos los puntos de un conjunto ligado a él describirían 
alrededor del mismo eje elipses homotéticas de planos paralelos entre sí. 


Fig. 439. — Giro elíptico. 


Estas elipses se proyectarían homotéticas y concéntricas en pro- 
yección horizontal, como en el caso de la figura 439, si este eje es de 
punta con respecto a dicho plano, y nos será muy sencilla la determi- 
nación de la nueva posición de un punto después de un giro de esta natu- 
raleza, efectuando una construcción de homotecia que ya conocemos. 

Tiene aplicación el giro elíptico cuando tratemos de las cuádricas, 
como veremos en el Tomo II de esta obra, a fin de generalizar las 
demostraciones y las construcciones. 

Haciendo extensivo el concepto de giro elíptico, asimismo podría- 
mos conseguir, aunque ello parezca paradójico, el giro parabólico y el 
giro hiperbólico; es decir, que así como en el caso presente los puntos 
describen elipses homotéticas de planos paralelos cuyos centros se pro- 
yectan confundidos según un plano perpendicular al eje, en los otros, 
los puntos del conjunto describirían parábolas o hipérbolas homotéti- 
cas de planos paralelos. 
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Aplicaciones de los giros. 


Problema 1.2 Determinación de la mínima distancia entre dos rectas 
que se cruzan. (Fig. 440.) Sean las rectas r—r' y s—s'. Vamos a situar 
una de ellas de punta con respecto a uno de los planos de proyección, 
para que se encuentren en la misma posición relativa que en la figu- 
ra 341 y en la figura 414. 
Para ello elegiremos el 
eje E,—E', para colocar 
la recta r—r' primera- 
mente frontal en la po- 
sición r,—r',. El punto 
a—a' pertenece al eje y 
es, por tanto, punto do- 
ble de las dos posiciones; 
es decir, será también 
a,—a',. Ha girado esta 
recta el ángulo «a, en el 
sentido indicado, y la 
recta s—s' ocupa la posi- 
ción s,—s', después de 
haber girado el mismo 
ángulo y en el mismo sen- 
tido, para lo cual se han 
utilizado los puntos b—b” 
y h—h!,. 

Mediante el giro del 
conjunto de las dos rec- 5 
tas alrededor del eje Fig. 440. — Aplicaciones de los giros: Determinación de 
E.—E', de punta con la mínima distancia entre dos rectas que se cruzan en 
respecto al plano verti- PR PA 
cal, la recta r,—r', ocupará la posición r,—r', después de girar el án- 
gulo a, en el sentido que se indica, y s,—s', vendrá en s,—s',. 

Aparece entonces en proyección horizontal la mínima distancia, es 
decir, la perpendicular común D, limitada por los puntos f.—f'”, 
y d.—d',. Las proyecciones verticales de estos puntos: f’, y d', se hallan 
en una misma paralela a la línea de tierra. 

Deshecho el giro de estos dos puntos, ocupan la posición f’, y d’ 
en proyección vertical, y f, y d, en la proyección horizontal sobre para- 
lelas a la línea de tierra que parten de f; y d}, respectivamente, siendo 
entonces D, la proyección horizontal de la mínima distancia que, girada 
el ángulo a, en sentido contrario al primitivo alrededor del eje E,—E”,, 
nos da la posición verdadera D—D”’ de dicha perpendicular común. 
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Problema 2.2 Determinar el plano bisector de un diedro utilizando 
los giros. (Fig. 441.) Los planos dados son P—P* y Q—Q”. Vamos a 
situar la intersección de estos dos planos de punta con respecto a uno 
de los planos de proyección mediante dos giros para que quede en una 
posición análoga a la que, por medio de los cambios de los planos de 
proyección, hemos conseguido en la figura 416. Empezaremos, por 
tanto, por hallar la intersección de estos dos planos i—i’, y la hare- 
mos girar previamente el ángulo a, hasta situarla frontal utilizando 


Fig. 441. — Aplicación de los giros a la determinación del plano 
bisector de un diedro. 


como eje el E'—E',, para lo cual hemos utilizado su punto a—a”', 
que viene en a,—a',, y su traza horizontal h—h', que ocupa la posi- 
ción h,—h',. Así obtenemos su nueva posición: ¿,—1',. 

Los planos, después de este giro, son P, y Q,, que ¡por contener la 
misma frontal, tendrán por trazas verticales las rectas P’, y Q”,, para- 
lelas a i’. 

Utilizando ahora el eje de punta con respecto al plano vertical 
E,—E',, situaremos la intersección en la posición ¿.—1',, después del 
giro a, en el sentido indicado. Las trazas de los planos arrastradas en 
este giro habrán ocupado las posiciones P’, y Q”., correspondiéndoles 
como nuevas trazas horizontales las P. y Q:, respectivamente, por 
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haber de pasar por el punto i}, proyección de la intersección. El án- 
gulo de estas dos trazas P.—Q, será f, medida del diedro en 
cuestión, y su bisectriz será B, o, lo que es lo mismo, la traza del 
plano bisector de este diedro, a la cual ha de corresponder la traza 
vertical B'.. 

Repitiendo las construcciones hechas anteriormente, pero en sentido 
inverso, conseguimos la posición del plano bisector B— B’ en relación 
con los datos. 


Problema 3.2 Girar una recta R alrededor de otra, paralela a una 
dirección dada S, hasta situarla en un plano P conocido. (Fig. 442.) 


Fig. 442. — Hacer girar una recta alrededor de otra paralela a una 
dada, hasta que venga a colocarse en un plano conocido. 


Sean R la recta, S la dirección y P el plano; el problema se resolverá 
de la siguiente forma: 

Hallado el punto A de intersección de la recta R con el pla- 
no P, trazaremos por él la recta S, paralela a la dirección dada, y 
entonces efectuaremos el giro de la recta alrededor de S, tomada 
como eje. 

Esta recta describirá un cono de revolución cuya directriz será 
circular y situada en un plano Q perpendicular a S,, motivo por el cual 
habrán de determinarse los puntos comunes a la traza T del plano P 
con la circunferencia directriz del cono situada en el plano elegido Q, 
teniendo presente que esta circunferenc... es la descrita por el giro del 
punto B alrededor del eje S,; B es la intersección de la recta R con el 
citado plano Q. 
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Resolución del problema en el sistema diédrico. (Fig. 443.) Sean: la 
recta r—r' y P—-P', el plano donde se ha de encontrar después de 
un giro alrededor de una recta paralela a la línea de tierra. Empece- 
mos por hallar el punto A, común a la recta R y al plano P, para lo 
cual hemos utilizado el plano proyectante vertical de la recta; segui- 
damente tracemos por dicho punto a—a' la recta s,—s', paralela a la 
línea de tierra que va a ser el eje de giro; elegido el plano Q—Q” per- 
pendicular al eje, que resulta ser de perfil, en él encontramos la traza 


Fig. 443. — Realización del problema enunciado 
en la figura anterior. 


de la recta r—r' en su punto b—b”, y también el punto c—c”, centro 
del círculo descrito por él. 

Tomando ahora como charnela la traza horizontal Q del plano, aba- 
tiremos dicho plano Q sobre el plano horizontal de proyección, y en él 
aparecerán los puntos B, y C, (se dibuja el círculo de radio p = C,—B,). 
La traza del plano P con el plano Q es también una recta de perfil, 
en este caso caracterizada por sus trazas h—h' y v—v”, la cual viene 
abatida en T,, que nos propociona los puntos de encuentro con la cir- 
cunferencia: 1, y 2, Deshecho su abatimiento, son los 1—1* y 2—2". 
Estos puntos, unidos ordenadamente con el a—a”, nos determinan las 
proyecciones de las rectas solución: r,—r', y r.—r”,, que son las dos 
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únicas posiciones que en este caso puede ocupar la recta R en el plano 
en las condiciones estipuladas en el enunciado. 

Si la recta T fuera exterior a la circunferencia descrita por el pun- 
to B, no existiría solución posible; y si fuera tangente, solamente 
habría una solución del problema. 


TRASLACIONES 
Este artificio es un caso particular del giro en que el radio es >o. 
Por tanto, todos los puntos de un conjunto se encontrarán desplazados 


en la misma dirección, con idéntico sentido y en una longitud cons- 
tante. 
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CAPITULO XII 


TRIEDROS 


Resolución del ángulo triedro en los seis casos. 


Más que como utilidad directa, resolveremos el ángulo triedro en 
función de los datos que se especifican en el cuadro adjunto, como 


aplicación de los problemas resueltos 
hasta ahora, donde entrarán en juego 
ángulos de rectas y planos, y de pla- 
nos entre sí, así como algunas propie- 
dades sencillas de lugares geométri- 
cos, principalmente, y como ya queda 
adelantado en el capítulo X, referen- 
tes al cono de revolución y a la es- 
fera. 

Los casos a que antes nos refería- 
mos vienen especificados en el cuadro 
adjunto y en la figura aclaratoria 444, 
donde, y para evitar confusiones, lla- 
maremos a, B, y, a los ángulos die- 
dros de aristas a, b y c, y las caras A, 


Fig. 444. — El ángulo triedro y sus ele- 
mentos constitutivos. 


B y C, las determinadas por los lados b—c, c—a y a—-b, respectivamente. 


Incógnitas 
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Primer caso: Se dan las tres caras A, B y C, y se trata de determinar 

los tres ángulos diedros correspondientes: a, B, y. (Fig. 445.) 
Para ello seguiremos las siguientes construcciones (Fig. 446): Sobre 
el plano de representación abatiremos las tres caras que se situarán 
tal y como aparecen en la figura; es 
g decir, B—A— C. De esta suerte, la aris- 
ta a opuesta a la cara A habrá sido aba- 
tida alrededor de la arista b tomada 
como charnela Ch ocupando la posi- 
ción a,, y de la misma forma tomando 
ZW por charnela (Ch) la arista c, se tiene 

o la abatida (a,). 

Es preciso determinar la proyección 
ortogonal a de esta arista, conocidos sus 
dos abatimientos a, y (a,), motivo por el 

£ cual elegimos un punto cualquiera M 
que ocupará las dos posiciones M, y 


Fig. 445.—Primer caso: Se dan las tres (M,) sobre a, y (a,), respectivamente, 
caras A—B—C. tomando el segmento arbitrario 
O—M, = O—(M,). Como los abati- 
mientos M, y (M,) provienen del mismo punto del espacio, y sabemos 
que su proyección se ha de encontrar en la perpendicular a sus charne- 
las respectivas, trazaremos desde dichas posiciones abatidas M, y (Ma 
las perpendiculares a 
Ch y (Ch), respectiva- 
mente, que se cortarán 
en el punto M, proyec- 
ción del punto en cues- 
tión, que unido con O 
nos determina la po- 
sición de la arista a. 
Conocida esta aris- 
ta, ya podemos obte- 
ner los ángulos die- 
dros correspondientes 
al triedro representa- 
do. Para ello, tomando 
como charnela Ch,, y Fig. 446. — Resolución del primer caso. 
siendo el plano de aba- 
timiento el del dibujo, el punto M ocupa una posición M,.,, siendo 
el ángulo f el medido por las rectas M—q y q—M,._,. En igual 
forma, y siendo la charnela Ch,, tendremos en el triángulo 
M, :—p—M la medida y del ángulo diedro correspondiente a la aris- 
ta c. En cuanto al ángulo a, habremos de trazar un plano perpendicular 
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a la arista a, cuya traza Ch, será ortogonal a la arista a. (Véase fig. 447.) 

Para determinar la posición de esta charnela Ch, con la condición 
de que el plano perpendicular a la 
arista a pase por el punto M, hemos 
abatido previamente, mediante la 
charnela Ch,, la arista a hasta su 
posición a, _,, donde se encontrará el 
punto abatido M,_, y la traza del 
plano perpendicular a ella será la 
recta z—M,_¿ perpendicular a 0, 3, 
con lo cual tenemos la verdadera 
distancia M,_,—z que se llevará a 
partir de este punto y sobre la 
proyección a de la arista en M,_,, 
vértice del ángulo a, cuyos lados Fig. 447.—Aclaración de la figura anterior. 
pasan por los puntos fijos x e y. 

De esta suerte tenemos los tres ángulos diedros del triedro repre- 
sentado. 


Fig. 448. — Segundo caso: Los datos 
son: Las caras A—B y el diedro y 
comprendido. 


Segundo caso: Los datos 
son: las caras A y B y el ángulo 
diedro y comprendido entre am- 
bas. (Fig. 448.) 

Resolución. (Fig. 449.) Si- Fig. 449. — Resolución del 2.” caso. 
tuaremos sobre el plano hori- 
zontal de proyección de un sistema diedro la cara A, de tal forma que la 
arista c sea perpendicular a la línea de tierra. De esta suerte, el ángulo y 
viene proyectado en verdadera magnitud en el plano vertical medido por 
la traza del plano de la cara B, representada por su plano proyectante 
vertical. 
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Tomando la arista c como charnela Ch, viene abatida la arista a 
según a,; es decir, tomando la medida angular de la cara B a partir 
de la arista c. Tomando un punto M, sobre dicha arista abatida, obten- 
dremos sus proyecciones m—m”' deshaciendo el abatimiento, por tener 
que hallarse situada m’ en la traza vertical del plano que la contiene, 
de donde se deduce su altura Hy sobre el plano de representación. 

Con el conocimiento de m obtenemos la proyección horizontal de la 
arista a, y con ella podemos conseguir los ángulos y las caras desco- 
nocidas del triedro representado, repitiendo análogamente a lo hecho 
en la figura 446, las construcciones que allí se especifican. 


Tercer caso: Los datos son: las caras A, B y el ángulo a 
opuesto a la primera. (Figura 450.) 
Resolución. (Figuras 451 y 452.) Se 
empieza por situar en un sistema dié- 
drico y coincidente con el plano hori- 
zontal, la cara B, de tal forma que su 
arista a sea perpendicular a la línea de 
tierra, con lo cual se puede ya trazar 
el plano Q—Q”, que forma el ángulo a 
con dicho plano horizontal; es decir, 
que sea el plano de la cara C. 
Si ahora tomamos la arista c como 
eje de un cono de revolución cuyo 
: ángulo en el vértice sea A, la aris- 
Da i ree eA po estará situada sobre un cono 
ala cara Ai: cuyo ángulo en el vértice valga 24, 
debiéndose hallar la posición de esta 
generatriz en el plano (OQ); es decir, sobre la cara C. Para ello em- 
pezaremos por determinar el centro z del círculo directriz del cono, 
que será elegido arbitrariamente en un punto de c; para determinar 
su radio r, abatiremos la arista b en b, tomando por charnela Ch 
la arista c. De esta suerte encontramos el punto X, abatido, y el seg- 
mento z—X, será el radio del círculo en cuestión. Las posiciones que 
se trata de averiguar de la generatriz del cono situadas en el pla- 
no Q—L',, se consiguen tomando como charnela Ch, la recta z—X,, 
siendo el plano de abatimiento el horizontal, donde aparece el 
círculo abatido y la recta intersección I, , del plano del círculo con 
el Q—Q”. 

La tal recta intersección abatida tiene común con el círculo direc- 
triz los puntos X,_, e Y, _,, los cuales, deshechos sus abatimientos, nos 
proporcionan los X—X' e Y— Y”, o sea, las dos soluciones que nos 
permiten representar el triedro y, por consiguiente, determinar sus 
elementos en la forma ya sabida por los casos anteriores. 
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Fig. 452. — Aclaración de la figura anterior. 
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Cuarto caso: Los datos son: la cara A y los dos diedros adyacen- 
tes B, y. (Fig. 453.) 

Resolución. (Fig. 454.) En un sistema diédrico se colocará la cara 
conocida A, coincidente con el plano horizontal de tal manera, que su 
arista c sea perpendicular a la línea de tierra, por medio de cuyo arti- 
ficio conseguimos situar la cara B según el plano proyectante ver- 
tical QQ”. 

Como sabemos, según se ha especificado en la figura 446, y repi- 
tiendo a la inversa la determinación del ángulo f, obtenemos en I, el 


Fig. 453-— Cuarto caso: Se da una cara Fig. 454. — Resolución del 4.” caso. 
A y los dos diedros y y B adyacentes. 


abatimiento de la línea de máxima pendiente de la cara C, por lo que 
un punto cualquiera de ella: M,, tiene como proyecciones m y m’. 
Siendo doble el punto n—n”, es decir, siendo también este punto de 
la intersección, ésta tiene por proyecciones i—i’, la cual nos deter- 
mina el punto x—x” común con la cara B, es decir, con el plano Q—Q”,. 
Esto nos es suficiente para obtener la proyección a de la tercera 
arista del triedro, y con ella podremos determinar los elementos res- 
tantes del triedro representado. 
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Quinto caso: Los datos son: la cara A, el diedro opuesto a y un 
diedro adyacente B. (Fig. 455.) 
Resolución. (Fig. 456.) La solución más sencilla se conseguirá 


Fig. 455.—Quinto caso: Los datos son : 
Una cara A y dos diedros: uno adya- 
cente B y el opuesto «. 


colocando la cara A: b—c,, coin- 
cidente en el plano horizontal, 
abatida alrededor de la arista Fig. 456. — Resolución del 5.° caso. 
b—b' de punta con respecto al 
plano vertical, tomada como charnela: Ch. Podremos inmediatamente 
trazar el plano Q—Q”, que forme el ángulo ß con el plano horizontal, 
y en él, mediante el abati- 
miento de un punto cual- 
quiera M, elegido arbitraria- 
mente, podremossituar la cara 
A en su posición real sobre 
dicho plano QO—Q”,, lo cual 
nos proporcionará c, proyec- 
ción horizontal de la arista. 
Bastará resolver ahora el 
problema especificado en 
la figura 457 y resuelto en 
relación con la figura 389, 
de trazar por una recta 
planos que formen con otro 
un ángulo determinado. 
Para ello elegimos un punto M; trazamos la perpendicular al plano 
con el cual ha de formar el ángulo a, es decir, con el plano horizontal 
en este caso, y tomándola por eje describiremos el cono cuyo semi- 
ángulo en el vértice sea el complementario de a. 


Fig. 457.— Aclaración de la figura anterior. 
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Obtenida la directriz circular de este cono, las tangentes traza- 
das desde O nos dan las trazas de los planos solución del problema, 
con lo cual se tienen los elementos suficientes para hallar los 
restantes del triedro de tal manera representado. 


Sexto caso: Los datos son: los tres 
triedros a, B, y. (Fig. 458.) 

Para resolver este problema va- 
mos a anticipar una propiedad del 
cono de revolución en relación con 
la esfera, y es la siguiente: 


Fig. 459. — 
Propiedad de 
los conos cir- 
cunscritos a la 
misma esfera y 
determinación 
de sus planos 
tangentes co- 


Fig. 458. — Sexto 
caso: Sedan los tres <€ 
diedros: «—ß—Yy. e 


Figura 459. Si circunscribimos a una esfera E dos conos de revo- 
lución de vértices V, y V, a lo largo de dos paralelos pı y p., respec- 
tivamente, que se cortan en los puntos X e Y, existirán dos planos 
tangentes comunes a los dos conos y a la esfera, cuyos puntos de con- 
tacto con la esfera serán los mencionados X e Y, y que tendrán por 
generatrices de contacto las G,, G, y g: y g, en los conos V,—V., 
respectivamente. 
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No es preciso determinar los puntos X e Y, sino que basta, una vez 
determinada la directriz de centro Z del cono de vértice V,, situada 
en un plano cualquiera n (preferentemente normal a su eje V,—E), 
para que desde el punto W, traza de la recta V,—V, que une los vér- 
tices, trazar las tangentes T, y T,, las cuales 
contendrán a las generatrices mencionadas. 

Observaremos que los planos así deter- 
minados cumplen con la doble condición de 
formar el ángulo a, por ejemplo, con el 
plano x, o también el ángulo ygo—a con el 
eje V, —E—Z, y el ángu- 
lo B con el plano que con- 
tiene p., o con otro que 
le sea paralelo, o bien 
9o— fa, con el eje V,—E. 

Esta propiedad va a 
ser utilizada con ventaja 
para resolver el caso que 
nos ocupa del triedro, 
dados sus tres ángulos 
diedros. 

Figura 460. En un 
sistema diédrico toma- 
mosel plano Q—Q”, como 
proyectante vertical y 
que forme el ángulo y con 
el horizontal de proyec- 
ción, con lo cual tenemos 
ya situada la arista c—c' 
del triedro. Elijamos aho- 
ra una esfera e—e” de ra- Fig. 460. — Resolución del 6.” caso. 
dio cualquiera y circuns- 
cribamos un cono de vértice v,—v”, que forme el ángulo a con el plano 
horizontal (en este caso se ha elegido v,—v”,, situado en el plano O—Q”,; 
pero también pudiera ser otro punto del plano). Nuevamente circuns- 
cribamos ahora a la esfera en cuestión otro cono de vértice v,—vu”, y 
que forme el ángulo B con el plano Q—Q”,. De esta suerte hallaremos 
el punto w—uw”, traza de la recta v,—vu,, v',—v”,, con el plano hori- 
zontal, desde el cual trazaremos las tangentes posibles al círculo z—z', 
directriz del primer cono, obteniendo así la arista b—b’ del triedro. 
La recta o—z será la proyección horizontal de a. 

Conocidas las proyecciones de las tres aristas, podremos operar como 
en casos anteriores para obtener las tres caras desconocidas del triedro 
así representado. 
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CAPITULO XIII 


CAMBIOS DE SISTEMAS DE REPRESENTACIÓN 


Paso del sistema acotado al diédrico. — Paso del sistema diédrico al axonométrico. — Inverso. 
Paso del sistema diédrico al cónico. — Inverso. — Aplicaciones. 


Siendo cuatro los sistemas de representación estudiados, se podrán 
hacer varias combinaciones para pasar de las proyecciones de un conjun- 
to conocidas en uno cualquiera de ellos, a las que resultaren en otro 
o en otros sistemas de representación. Estos pasos de un sistema a otro 
pueden servir de ejercicio de recapitulación, de un lado, y de otro, 
ser auxiliares muy valiosos para resolver problemas en sistemas de 
representación más sencillos. Serán de gran aplicación cuando se trate 
de efectuar medidas con proyecciones conocidas en los llamados siste- 
mas representativos (axonométrico o cónico); pasaremos los datos a los 
sistemas de medida (acotado o diédrico), para aquí operar con más como- 
didad, rapidez y exactitud. Sin embargo, es de notar que el paso de un 
sistema a otro supone ser, a veces, un cuerpo de doctrina ya suficiente 
para formar un estudio especializado. 

Así, por ejemplo, el paso de las proyecciones diédricas a las pro- 
yecciones cónicas, en condiciones especiales, encierra en sí todo lo refe- 
rente a la llamada Perspectiva lineal, y lo que, con más detalle, se estu- 
diará en el tomo III de Aplicaciones, con el nombre de ”Fotograme- 
tría”, también es un paso de sistema: consistirá en obtener la proyec- 
ción acotada (generalmente, de una superficie topográfica) partiendo de 
una proyección central obtenida desde un punto fijo o desde un punto 
del espacio, dando lugar así a la diferenciación entre fotogrametría 
terrestre y fotogrametría aérea, respectivamente. 


No obstante, veremos a continuación las líneas generales que 
nos han de regir para efectuar los principales pasos de un siste- 
ma a otro. 
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Primero: Paso del sistema acotado al sistema diédrico. (Figuras 461 
y 462.) Supongamos dada una forma plana en un plano (S) cuya línea 
de máxima pendiente está dada por sus puntos O y + 11. Se trata de 
conseguir las proyecciones diédricas de esta forma plana, con la con- 
dición de que la traza S del plano de la figura forme un ángulo deter- 
minado « con la línea de tierra. 

Se situará la proyección acotada con la condición anteriormente exi- 


Fig. 461. — Paso del sistema acotado Fig. 462. — Paso del sistema acotado al diédrico : 
al diédrico de una forma plana. Realización. 


gida, y se reproducirá exactamente para obtener la proyección hori- 
zontal. El punto a de cota + 6 se referirá a la proyección vertical, de 
tal manera, que a” diste de la línea de tierra 6. u = seis unidades de 
altura, con lo cual tenemos situada la horizontal h.—h',, que tiene por 
traza vertical el punto v—u”, por donde ha de pasar S”,. 

Auxiliándonos de la propiedad enunciada en relación con la figu- 
ra 135, y determinado el eje de afinidad E, bastará hallar la figura afín 
de la proyección horizontal para obtener su proyección vertical, puesto 
que ya conocemos dos puntos afines: a—a”. 
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Segundo: Paso del sistema diédrico al sistema axonométrico. (Fig. 463.) 
Supongamos una figura que tiene un eje de simetría: e—*e”, situada en 
el plano P—P”,. 
El sistema axo- 
nométrico que va- 
mos a elegir es- 
tará representado 
aquí por O—X 
— 0-Z— 0-Y, 
coincidiendo este 
último eje O— Y 
con la línea de 
tierra. 

La manera de 
conseguir las pro- 
yecciones axono- 
métricas de un 
punto a—a' se 
logrará midiendo 
previamente sus 
coordenadas X,, 


Fig. 464. — Paso del 
sistema diédrico al 
Ya y Z, que, al axonométrico: Reduc- 
utilizar la cuarta ción de coordenadas. 
proporcional que 

se detalla en la figura 464, y con el coeficiente de reducción 0,816, 


Fig. 463. — Paso 
del sistema diédrico 
al axonométrico de 
una forma plana. 


aparecen transformadas en 
sus verdaderas magnitudes, 
proyectadas en el sistema 
axonométrico de la figu- 
ra 465. 

De esta suerte se ha ob- 
tenido el punto 4—a'—a”, 
es decir, teniendo en cuen- 
ta que sus coordenadas 
son xi—Ya—Za4. Así po- 
dríamos ir llevando los dis- A ADN 
tintos puntos de la figura a ; 

al Fi 


plana; pero nos será más f E 7 
cómodo el situar previa- ý > 
mente las trazas p'—p”--p”” M4 

y, con ayuda de ellas, las y 0000 


horizontales y frontales o 


rectas cualesquiera que 1m- Fig. 465. — Paso del sistema diédrico al axo- X 
tegran el conjunto. nométrico de una forma plana: Realización. 
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Tercero: Paso del sistema axonométrico al diédrico. (Fig. 466.) 
Supongamos que en el sistema axonométrico existe un plano de tra- 
zas p'-—p'"-—p'”, limitadas por una recta R—r'”—r' paralela a la 
cara Z—O-—-Y. Vamos a obtener las proyecciones de esta forma plana 
en un sistema diédrico cuya línea de tierra coincide con el eje O0— X. 


Para ello situaremos previamente las trazas P—-P”, del plano, análogas 


Fig. 467. — Paso del 

sistema axonométrico al 

Fig. 466. — Paso del sistema axonométrico al diédrico diédrico: Reducción de 
de una forma plana. coordenadas. 


a las p' y p”, respectivamente, partiendo de las coordenadas y.—y:. 
Y Xx: —Y2—Z:. modificadas en el coeficiente 0,816, como aparece en la 
figura 467, o sea transformándolas en las Y, —Z, y X:—Y.—Z., (figu- 
ra 468), apareciendo al mismo tiempo las proyecciones de la recta de 
perfil r—r” correspondiente a la recta R. 

Sobre esta recta de perfil se llevan los puntos de partida de hori- 
zontales y frontales, en la misma forma en que hemos operado con las 
coordenadas anteriores, y sus respectivas intersecciones nos proporcio- 
narán los puntos del conjunto que viene rayado en la figura de refe- 
rencia. 
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Cuarto: Paso del sistema diédrico al sistema cónico. (Figuras 469 
y 470.) En el plano P—P', existe una figura a—b—c—d, a —b’—c'—d'; 
se trata de conseguir la proyección cónica de esta forma plana en un 
sistema en que el plano vertical de proyección es el plano x, o plano 
del cuadro, y el centro de proyección, el punto O—O”. Para ello bas- 
tará recordar la forma por la que se obtiene la proyección cónica de 
un conjunto, y 
que consiste en 
ir determinan- 
do los distintos 
puntos de in- 
tersección de 
los rayos pro- 
yectantes con 
el plano del 
cuadro. Siendo 
éste el vertical 
de proyección 
se reducirá, 
por tanto, a 
hallar las tra- 
zas verticales 
de los rayos 
o—a—o'—e', 
o—b—o'-—b', 
etcétera, que 
nos proporcio- 
nan los puntos 
A—A', B--B', 
C-—C*, D—D', 


Soa ag Bao dilsi a A ü los cuales ha- 
ig. 469. — Paso sistema diédrico al cónico de una forma plana: N 
El centro de proyección y la figura no están separados por el plano bremos de lle 
del cuadro. var al plano 


del dibujo re- 
presentado en la figura 470. En él aparece el sistema cónico integrado 
por la línea de tierra LT, la línea de horizonte LH y el punto princi- 
pal P, siendo D el punto de distancia, tomando el segmento d que se- 
para el plano vertical de la proyección horizontal O del centro de 
proyección. 

Estableciendo ahora un sistema de ejes coordenados integrados por 
la línea de tierra y la traza del plano principal tomaremos distancias 
y alturas de los puntos 4”-—.B”-—C*—D" que se situarán debidamente 
según A—B—C—-D en el plano de proyección. 

También en este plano de representación figura la traza P del plano 
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y la recta límite Lp. Como debe suceder, P es la recta P',, traza ver- 
tical del plano dado, que se ha situado valiéndonos de dos de sus 
puntos: m—n. 

La traza horizontal p del plano fuga en el punto f obtenido direc- 
tamente en el sistema diédrico de la figura 469. Mediante el trazado de 
las horizontales correspondientes y de sus proyecciones, lograremos la 
proyección 
horizontal 
a—b—c—d 
de la forma 
representa- 
da en el sis- 
tema cónico. 
Como com- 
probación, 
se verá que 
lasrectas pa- 
ralelas de la 
figura 469 
tienen en la 
figura 470 el 
mismo pun- 
to de fuga si- 
tuado sobre 
la recta lími- 
te Lp- 

Si tene- 
mos a la vis- 
ta la figura 
469, nos da- 
mos cuenta Fig. 470.—Paso del sisterna diédrico al cónico de una forma plana: 
de que por Realización. 
estar com- 
prendida la figura entre el plano del cuadro y el punto de vista, 
nos resulta una proyección horizontal situada por debajo de la lí- 
nea de tierra, lo cual se procurará evitar a fin de conseguir un con- 
junto más armonioso; esto se logra situando los elementos componen- 
tes del sistema cónico en una posición relativa análoga a la que tene- 
mos costumbre de manejar, y es: situando el plano del cuadro entre la 
forma proyectada y el punto de vista. Esto aparece en las figuras 471 
y 472, donde la forma plana de la figura 469 está proyectada desde el 
punto del segundo cuadrante O—O”, siendo asimismo el plano verti- 
cal de proyección el plano del cuadro. En la misma forma ya detallada 
anteriormente se hallarán las trazas de los rayos proyectantes de los 
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distintos puntos, es decir, las A—A”, B—-B', etc., así como los puntos 
de fuga que aparecen en la figura 471, para luego, mediante el mismo 
artificio allí expuesto, obtener la proyección directa en la figura 472: 


Fig. 471. — Paso del sistema diédrico al cónico de una forma plana. El 
plano del cuadro separa la figura a representar de su centro de proyección, 


Fig. 472.—Paso del sistema diédrico al cónico de una forma plana : Realización. 


A—B-—C—D, donde se habrá de tener especial cuidado en el sentido 
en que se han de llevar las distancias al plano principal. Para ello se 
recomienda que el observador se sitúe en el punto O, proyección hori- 
zontal del centro de proyección de la figura 471, a fin de tomar a su 
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derecha o a su izquierda las distancias que allí aparecen. De esta suerte 
conseguiremos la traza P del plano y su recta límite, donde se compro- 
bará que las paralelas fugan en el mismo punto y se podrá hallar con 


Fig. 473.—Paso del sistema diédrico al cónico: Caso general. 


toda facilidad median- 
te horizontales del 
plano en cuestión la 
proyección horizontal 
a—b—c—d de la for- 
ma proyectada. 

Sucede con frecuen- 
cia, y este es el caso 
general, que el plano 
del cuadro no coincida 
con el vertical de pro- 
yección, no obstante 
ser vertical; y tal apa- 
rece en las figuras 473 
y 474. La forma está 
contenida en el plano 
P—-P*, y el plano del 
cuadro es el r—x!,, 
siendo O—O” el cen- 
tro de proyección cuyo 
punto principal P—P* 
se obtiene inmediata- 
mente al proyectarlo 
ortogonalmente sobre 
r—r!,. 

Trazados los distin- 
tos rayos proyectantes 


en la figura 473, obtenemos sus intersecciones A—A', B—B', C—C’, 


D—D', que vamos a llevar en el 
sistema cónico de la figura 474. 
Ante todo, la traza del plano P 
con el plano del cuadro es la rec- 
ta i—i’, que llevaremos utilizando 
los segmentos d, y H; en el siste- 
ma de coordenadas (fig. 474) que 
ya hemos empleado, consiguién- 
dose así la traza P del plano, y con 
las mismas construcciones que ya 
conocemos conseguiremos la pro- 
yección del conjunto A— B—-C—D, 
a—b—c—d. 


IH D 


Fig. 474.—Paso del sistema diédrico al cónico: 
Realización del caso general. 
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Quinto: Paso de un sistema cónico al sistema diédrico. (Figuras 475 
y 476.) Supongamos un sistema cónico integrado por la línea de hori- 
zonte LH, la línea de tierra LT, el punto principal P y el punto de dis- 
tancia D, donde se halla representado un plano S—L;, que contiene 
una forma A—B—C—D—E, a—b—c—d—e. 


Fig. 475.—Paso del sistema cónico al diédrico. 


Se trata de conseguir las proyecciones diédricas de este conjunto en 
un sistema donde el plano del cuadro, siendo vertical, forma un ángulo « 
con el de proyección. 

Empezaremos por situar en la figura 476 la traza horizontal rm, de 
tal manera, que forme el ángulo a con la línea de tierra, y a partir de 
un punto cualquiera sobre ella elegido, P, y con una distancia d, situa- 
remos el punto proyección horizontal del centro O, que se llevará en O” 
y a la altura H que media entre la línea de horizonte y la línea de 
tierra. 

Las trazas del plano S— S’, se llevarán con toda comodidad, haciendo 
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intervenir los segmentos d, y d,, pues d; nos sitúa el punto de fuga F—-f 
de las horizontales del plano, por lo que, desde el punto m, bastará 
trazar S paralela a O—f. 

La traza S del plano de la figura 475 tiene por proyecciones en la 476 
s—s', lograda mediante sus dos puntos m—m' y n—n'; en esta misma 


Y) 


a, 


Y) 


4 


¡pe 


X= 
AN CE 


Fig. 476.—Paso del sistema cónico al diédrico: Realización. 


figura la traza S’, pasará por el punto q—g’ de la línea de tierra y será 
convergente en r' con s’ y con x”,. Con el conocimiento de esta última 
traza podemos situar un punto cualquiera tal que el a—a”, de la siguiente 
forma: 

Se traza la horizontal de altura H, (fig. 475) y el rayo proyec- 
tante O—a; utilizando su distancia d, al plano principal obtiénese así 
el punto a—a'; llevaremos de la misma forma todos los que nos in- 
teresen. 
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Aplicaciones: Dado un punto A—a en el sistema cónico y un eje ver- 
tical E—<, obtener la posición de este punto en este sistema después de un 
giro de 90% alrededor del eje en cuestión. (Figuras 477 y 478.) Empeza- 
remos por situar en un sistema diédrico el eje E—E' y el punto a—a', 
colocando el centro de proyección O—-0O” con los datos que nos da el 
sistema cónico y utilizando para mayor sencillez el plano vertical como 


Figs. 477. — Aplicación del paso de un 
sistema a otro: Girar un punto en el sis- 
tema cónico auxiliándonos del diédrico. 


Fig. 478. — Aplicación del paso de un 
sistema a otro: Girar un punto en el sis- 
tema cónico auxiliándonos del diédrico. 


plano del cuadro. Para ello habremos de necesitar las coordenadas 
X,—Y,—Z, del punto, así como las del eje: Xs e Yp. Mediante un 
giro normal, por ser de punta el eje con respecto al plano horizontal, 
obtendremos en la figura 478 su nueva posición en a,—a',, a la cual 
van a corresponder las coordenadas X4: — Y4- y la misma Z,, que 
volveremos a pasar a la figura 477 en la forma conocida, resultando esta 
construcción más sencilla y más exacta, sobre todo cuando se trata de 
obtener un conjunto de puntos en la forma que se especifica. 
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Trazar los planos bisectores de un diedro representado en el sisterma 
diédrico formado por planos paralelos a un eje. Sean p'—p"-—p”” 
y qa-—<q"—<q'” los planos que 
forman el diedro en cuestión, 
paralelos al eje O—Z. 

Figura 479. Mediante la 
reducción que se detalla en 
la figura 480 pasamos el con- 
junto a un sistema diédrico 
(fig. 481) en que la línea de 


Fig. 479.—Aplicación del paso de un sistema a otro: 
Bisectores de un diedro en el sistema axonométrico, 
utilizando el diédrico, 


tierra coincide con el 
eje O—X, y Obtene- 
mos así los planos 
P—P", y QQ”, que 
por ser perpendicula- 
res al plano horizon- 
tal de proyección (por 


tener su arista i—i’ Fig. 481.—Aplicación del paso de 
de unta) nos dan un sistema a otro: Bisectores de un 
Fig. 480. — Aplicación , Pp A diedro en el sistema axonométrico, 
del paso de un sistema ¡inmediatamente la me- utilizando el diédrico. 


a otro: Bisectores de dida de su ángulo a, 

un diedro en el sistema de] cual trazaremos las bisectrices B, y B,, trazas 
axonométrico, utilizan- 

do el diédrico. horizontales en este sistema de los planos bisectores 

pedidos, los cuales interceptan en los ejes O—X 

y O—Y los segmentos que se llevarán en el sistema primitivo, donde 


aparecen las soluciones apetecidas: B',—B"”,—B'"", y B',--B”.. 


FIN DEL TOMO I 
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